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Prefacio

Este livro nasceu de uma necessidade simples: estudar matematica com cla-
reza, organizacio e treino consistente. Ao longo dos capitulos, o objetivo
nao é apenas apresentar formulas, mas construir intuicao: por que funciona,
quando usar e como reconhecer o tipo de problema.

Como o livro esta organizado

O conteudo foi dividido em partes que percorrem fundamentos, aritmética,
algebra, fungdes, contagem, geometria, estatistica e notacéo cientifica. O per-
curso foi pensado principalmente para estudantes do Ensino Médio, candidatos
a vestibulares e leitores que desejam reconstruir a base antes de enfrentar pro-
blemas mais exigentes. Alguns trechos avan¢am um pouco além do programa
usual e servem como primeiro contato com o raciocinio olimpico. Em cada
capitulo, vocé encontra:

« uma motivacdo e um contexto historico (para dar sentido ao tema);

definicoes e proposicdes essenciais;
« exemplos resolvidos;
« exercicios em niveis (Fundamentos, Aplicagdo, Dominio e Coroagéo);

+ um resumo para revisao rapida.

Como estudar

Para aproveitar bem, use este ritmo:
1. leia a teoria e refaca os exemplos com papel e lapis;
2. resolva os exercicios de Fundamentos sem consulta;

3. registre os erros e volte ao ponto exato da duvida;



4. faca Dominio para misturar conteidos e ganhar velocidade;

5. deixe Coroacdo para o final: a ideia é desafiar, ndo desanimar.

Uma palavra final
Matematica nao é um talento misterioso: é um conjunto de habilidades que

cresce com pratica deliberada. Se vocé estudar com regularidade, revisar o
que erra e insistir um pouco além do confortavel, o progresso aparece.

Pedro Galhardo



Como usar este livro

Este livro foi pensado para funcionar tanto como material de estudo quanto
como caderno de treino. A melhor forma de aproveitar é alternar leitura,
resolucdo e revisao.

1. O ritmo recomendado

Para cada capitulo:

1. Leia a Motivacao e o Contexto historico para entender o porqué do
tema.

2. Estude as defini¢des e proposicoes e refaca os exemplos com papel e
lapis.

3. Resolva os exercicios de Fundamentos sem consulta.
4. Passe para Aplicacdo e Dominio para ganhar repertorio e velocidade.

5. Deixe a Coroacao para o final: é normal errar e demorar mais.

2. Como lidar com erros (o que realmente faz
vocé evoluir)

« Mantenha um registro de erros: anote o exercicio e o tipo de erro
(conceito, conta, interpretacéo, pressa).

« Refaca o exercicio depois de 24 horas e, novamente, depois de 7 dias.

+ Se vocé erra sempre no mesmo ponto, volte 1 capitulo e reforce a base.



3. Como usar os capitulos de exercicios

Algumas partes do livro terminam com capitulos s6 de exercicios. Use-os
como revisao:

« resolva em blocos de 30-45 minutos;
« corrija no mesmo dia com o gabarito digital;

« marque as questdes que valem revisao.

4. Tempo de prova
« Faca uma primeira passada nas questoes faceis.
« Se travar por mais de 4-6 minutos, pule e volte depois.

« Reserve os tltimos 10-15 minutos para revisar contas e marcar respostas.

5. Uma sugestao de trilha (16 semanas)
Se vocé quer um plano simples, use esta trilha:

o Semanas 1-2: Partes I e II;

Semanas 3-6: Partes Il e IV;

Semanas 6-8: Parte V;

« Semanas 8—12: Partes VI e VII;

Semanas 12-16: Parte VIII e IX + REVISAO;

6. Como aproveitar o gabarito

O gabarito apresenta respostas e resolugdes para os exercicios do livro. Use-o
depois de tentar cada questdo com autonomia. Ao comparar os caminhos,
procure responder:

+ Qual foi o primeiro passo que eu nao enxerguei?



« Eu entendi a ideia ou s6 copiei?

« Como reconhecer esse tipo de questdo na préoxima vez?

[ ]

o -
Acesse o gabarito gratuito

livro.amexatas.com.br/gabarito
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PARTE I « LINGUAGEM E
FUNDAMENTOS



CapriTUuLO 1

Logica Matematica

Motivacao 1.1

Quando dizemos que a matematica exige demonstracdes, estamos falando
de uma pergunta antiga: como distinguir um argumento correto de
um argumento apenas convincente? Em muitos contextos, exem-
plos parecem suficientes, mas exemplos isolados nido garantem que uma
afirmacdo seja sempre verdadeira.

A Légica Matematica surge justamente para organizar o raciocinio de
maneira rigorosa, separando a forma do argumento de seu contetudo. As-
sim, aprendemos a analisar hipoteses, conclusdes, implicagcdes e negacoes
sem depender apenas da intuicao.

Contexto historico 1.1

Na tradicdo grega, Aristoteles sistematizou regras para argumentos por
meio dos silogismos. Sua principal ideia era que a validade de um racioci-
nio depende da estrutura logica utilizada, e ndo do assunto tratado.
Séculos depois, George Boole desenvolveu a algebra booleana, permi-
tindo tratar proposicdes de forma algébrica. Mais tarde, Frege, Russell
e Whitehead ampliaram a légica formal com o uso de quantificadores e
linguagens rigorosas.

No século XX, essas ideias passaram a ter papel central na computacio:
circuitos digitais, algoritmos e programas funcionam como formas de
loégica aplicada. Hoje, a logica é essencial tanto para a matematica
quanto para areas como ciéncia da computacao, engenharia e inteligéncia
artificial.

Teste 1.1 (Validade por tabela-verdade). Um argumento é valido se, em toda
linha da tabela-verdade em que as premissas sdo verdadeiras, a conclusao
também é verdadeira.
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1. L6GicA MATEMATICA

1.1 Introducao

Antes de nimeros, formulas e equagdes, existe algo ainda mais fundamental:
o raciocinio. A légica matematica estuda as regras que permitem construir
argumentos corretos, detectar falhas de pensamento e expressar ideias com
precisao.

No cotidiano, usamos logica sem perceber. Quando dizemos “se chover,
levarei guarda-chuva” ou “ou estudo hoje ou acumulo matéria”, estamos co-
nectando afirmacdes de maneira estruturada.

Na matematica (e também em computacdo, direito e filosofia), pequenas
diferencas na forma de uma frase podem mudar completamente o que ela
significa. Por exemplo, afirmar “se p, entdo ¢” ndo é o mesmo que afirmar “p e
q”; e negar uma frase com “para todo” exige trocar a estrutura, ndo apenas
colocar um “nao”.

A légica nao substitui a criatividade; ela so garante que o caminho
escolhido nado desabe no meio.

Ao longo do capitulo, vocé vai aprender a linguagem basica para escrever,
organizar e testar raciocinios com precisio: proposi¢des, conectivos, tabelas-
verdade, equivaléncias, quantificadores e validade de argumentos.

1.2 Proposicoes

Chamamos de proposicao toda sentenca declarativa que pode ser classificada
como verdadeira (V) ou falsa (F).

Exemplos
« 24+3=5(V)
« 7 é numero par (F)
« O Brasil fica na América do Sul (V)
« 10 < 4 (F)

Exemplos mais desafiadores (e por qué)

« “Se 2 é impar, entdo 5 é primo.” (V) — a parte “2 é impar” é falsa, e
condicionais com antecedente falso sdo verdadeiras.
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+ “Todo nimero natural é par” (F) — basta um contraexemplo (por
exemplo, 1).
. “Existe um namero natural n tal que n> = 2” (F) — apesar de v/2

existir nos reais, ele ndo é natural.

« “Para todo real z, vale 22 > 0 (V) — ¢é uma afirmacdo universal
verdadeira.

« “m é racional ou 7 é irracional” (V) — ¢é uma tautologia do tipo “pV —p”,
mesmo sem saber qual das duas é verdadeira.

Nao sao proposicoes
« Feche a porta.
+ Que horas sao?

cx+2=T7

Ordens, perguntas e sentencas abertas nao possuem valor 16gico definido.

1.3 Conectivos logicos

Podemos formar proposi¢cdes compostas unindo proposi¢des simples. Vamos
fixar duas proposi¢des para servir de exemplo:

p : “Esta chovendo”.

q : “Levarei guarda-chuva”.
Negacao
A negacio de p é representada por —p.

=p : “Nao esta chovendo”.
Conjuncao
Representada por p A g, significa “p e ¢”.

p A q : “Esta chovendo e levarei guarda-chuva”.
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Disjuncao inclusiva

Representada por p V g, significa “p ou ¢”.

pV q : “Esta chovendo ou levarei guarda-chuva”.

A disjuncao apresentada acima é chamada de disjuncao inclusiva. Nesse
caso, a proposi¢ao sera verdadeira quando pelo menos uma das proposi¢des
for verdadeira, inclusive quando ambas forem verdadeiras.

Disjuncao exclusiva

Em alguns contextos, o conectivo “ou” indica exclusdo: apenas uma das pro-
posicdes pode ser verdadeira.
Representamos isso por:

pVq

Lemos:
“Ou p Ou q”

Exemplo:
“Ou estudo matematica, ou jogo videogame.”

Nesse caso, entende-se que as duas coisas ndo acontecem ao mesmo tempo.
A disjuncéo exclusiva também pode ser escrita como:

(pAg) A=(pAq)

Condicional

Representada por p — ¢, significa “se p, entdo ¢”.

p — q : “Se estd chovendo, entéo levarei guarda-chuva”.

Bicondicional

Representada por p <+ g, significa “p se, e somente se, ¢”.

p <> q : “Estudo matematica se, e somente se, aprendo 16gica”.
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1.4 Tabelas-verdade

As tabelas-verdade exibem o valor logico de proposi¢des compostas para todas
as combinacgodes possiveis de V e F.

Negacao
p|p
V| F
F|V
Conjuncao
P|lq|pNg
VIV V
VIF F
F|V F
F|F F
Disjuncao
pP|lq|pVg
VIV Vv
VI F Vv
F|V Vv
F|F F
Disjuncao exclusiva
pVq

= < s
= < m <e
o = =
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Condicional

S BESIIIIY
SIS I S
T

A condicional s6 é falsa quando a primeira proposicao é verdadeira e a
segunda ¢ falsa.

Bicondicional

BRI Y
o< e
T

A bicondicional é verdadeira quando as duas proposicdes possuem o mesmo
valor logico.

1.5 Equivaléncias logicas

Duas proposicdes sdo logicamente equivalentes quando apresentam sempre o
mesmo valor légico. Escrevemos isso como =.

Identidades importantes

Lei da dupla negacao
Leis de De Morgan

~(pAgq)=(-pV —q)

~(pVa)=(=pA-q)
Equivaléncia da condicional

(p—=q)=(pVa)
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Essas relagdes sio ferramentas valiosas para transformar expressoes e
simplificar argumentos.

1.6 Quantificadores

Quantificadores sdo usados quando falamos sobre elementos de um conjunto.

Quantificador universal

O simbolo V indica “para todo”.
Exemplo:

Vz e R, 22 > 0.

Quantificador existencial

O simbolo 3 indica “existe pelo menos um”.
Exemplo:

Jz € N, 2% = 25.
1.7 Argumentos

Um argumento é formado por premissas e uma conclusio. Dizemos que o
argumento é valido quando a conclusao decorre corretamente das premissas.

Exemplo

+ Todo multiplo de 4 é par.
« 20 é multiplo de 4.

+ Logo, 20 é par.

1.8 Negacao logica (com quantificadores)

Negar corretamente uma frase exige cuidado: muitas vezes a negacdo nao ¢é
“trocar por nio”, e sim alterar a estrutura da afirmacio.
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Exemplo 1

Frase:

Todo aluno estudou.

Negacao:

Existe pelo menos um aluno que nio estudou.

Exemplo 2

Frase:

Existe um nimero negativo.

Negacao:
Nenhum ndmero é negativo.

1.9 Leitura simbdlica

Traduzir frases para simbolos é essencial para escrever argumentos de forma
curta, clara e sem ambiguidade.

Exemplo
Sejam:
p : “Estudo matematica”.
q : “Aprendo logica”.
Entao:

« Estudo matematica e aprendo logica: p A gq.

+ Estudo matematica ou aprendo logica: p V q.

« Se estudo matematica, entdo aprendo logica: p — q.

« Estudo matematica se, e somente se, aprendo logica: p < gq.

» Nio estudo matematica: —p.
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1.10 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Classifique como proposic¢do ou ndo proposicio:
1. 5 é primo.
2. Abra a janela.
3. x+3=0.
4. “A Lua é um satélite natural da Terra.”
5. “Qual é o seu nome?”

2. Negue:

a. Hoje faz calor.
b. Todo nuimero par ¢é divisivel por 2.

c. Existe um aluno canhoto na turma.

3. Dé um exemplo de sentenca aberta (que depende de uma variavel) e
explique por que ela ndo é uma proposigao.

4. Escreva duas proposicdes diferentes que tenham o mesmo valor 16gico
(ambas verdadeiras ou ambas falsas).
Aplicacao
5. Construa a tabela-verdade de p — q.

6. Escreva simbolicamente:

a. Estudo e trabalho.
b. Se chove, fico em casa.

c. Ou fago exercicios, ou jogo videogame.

7. Considere as proposi¢des p: “Vou ao cinema” e ¢: “Vou ao teatro”. Es-
creva, em portugués, as proposicoes:

a. —p;

10
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b. p A g;

c. pVgq;
d p—q
e. prq.

8. Use equivaléncias l6gicas para reescrever =(p — ¢) sem o conectivo —.

Dominio

9. Negue corretamente:

VeeR, x+1>0.
10. Verifique se o argumento é valido:

» Todo multiplo de 3 ¢ inteiro.
+ 12 ¢é inteiro.

+ Logo, 12 é multiplo de 3.

11. Determine se as proposi¢des p V g e =(—p A —q) sdo equivalentes. Justi-
fique.

12. Negue corretamente a afirmacgao:
Jz € N, 2% < 10.

Coroacao

13. Em uma ilha, cada habitante sempre mente ou sempre diz a verdade.
Um morador afirma:

“Fu sou mentiroso.”

Explique por que essa frase gera um paradoxo logico.

14. (Desafio) Sejam p e ¢ proposi¢des. Mostre, usando tabela-verdade, que

p—q

é logicamente equivalente a

—pVa.

11
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1.11 Resumo do capitulo
Neste capitulo vocé viu:

+ 0 que sdo proposicoes e como reconhecé-las;

« conectivos logicos e seus significados;

« como montar e ler tabelas-verdade;

« equivaléncias uteis para transformar expressdes;

« quantificadores e negac¢des com quantificadores;

a ideia de validade de um argumento.

A légica matematica sera base para varios temas futuros do livro.

12



CAPITULO 2

Teoria Ingénua dos Conjuntos

Motivacao 2.1

Agrupar e organizar objetos é uma necessidade natural: separamos livros
por tema, alunos por turma e niumeros por propriedades. A matematica
formaliza essa ideia por meio dos conjuntos, que permitem descrever
cole¢des de elementos com precisio.

Essa linguagem aparece em defini¢des de relagdes, funcdes, intervalos,
probabilidade e praticamente toda a estrutura da matematica moderna.

Contexto historico 2.1

No século XIX, Georg Cantor desenvolveu a Teoria dos Conjuntos ao
estudar cole¢des infinitas. Seu trabalho revelou que existem infinitos de
tamanhos diferentes, ideia que transformou os fundamentos da matema-
tica.

As descobertas de Cantor também trouxeram paradoxos, mostrando que
nem toda descricdo informal produz um conjunto sem contradi¢des. Por
isso surgiram teorias axiomaticas mais rigorosas. Neste capitulo usare-
mos uma abordagem intuitiva, suficiente para compreender pertinéncia,
inclusao, operacdes e aplicacdes elementares.

2.1 Introducao

Um conjunto é uma colecdo de objetos considerados como uma unidade.
Esses objetos sdo seus elementos. Para que a descri¢ao seja matematicamente
util, deve ser possivel decidir se um objeto pertence ou nao ao conjunto.
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O conjunto dos numeros pares menores que dez é bem definido. Ja a
expressio “o conjunto dos filmes bons” depende de um julgamento e, sem um
critério adicional, ndo determina uma colegao precisa.

Em um conjunto, a ordem e a repeticao néo alteram os elementos. Assim,

{1,2,3} = {3,2,1} = {1,1,2,3}.

As chaves indicam que estamos tratando uma colec¢éo, e ndo uma sequéncia.

2.2 Pertinéncia e representacao

Se um objeto x é elemento de um conjunto A, escrevemos
r € A.

Se ndo é elemento, escrevemos = ¢ A.
Por exemplo, se A = {1,2,3,4,5},entdo3 € Ae7 ¢ A.

2.2.1 Formas de descrever um conjunto
Um conjunto pode ser apresentado:
+ por enumeracao: B = {2,4,6,8};
« por uma propriedade caracteristica:
B={zreN|xépare2 <z <8}
« por um diagrama, quando a posicido dos elementos ou a relacdo entre
conjuntos ajuda na interpretacao.

Na notacio por propriedade, a barra vertical | pode ser lida como “tal que”.

2.2.2 Conjuntos finitos e infinitos

Um conjunto é finito quando possui uma quantidade determinada de elemen-
tos. Caso contrario, ¢ infinito. Por exemplo,

{a,e,i,0,u}

é finito, enquanto N = {0,1,2,3,...} é infinito.

As reticéncias s6 devem ser usadas quando o padrao estiver claro. A escrita
{1,2,3,...} é compreensivel; uma lista como {1,2,4, ...} precisa de mais
informacao para determinar seus proximos elementos.
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2. TEORIA INGENUA DOS CONJUNTOS

2.3 Pertinéncia nao é inclusao

Pertinéncia relaciona um elemento a um conjunto. Inclusio relaciona dois
conjuntos. Se
A=1{1,2,3},

entio 1 € A, mas {1} C A. Em geral, ndo devemos trocar os simbolos € e C.
Um conjunto pode, contudo, ser elemento de outro conjunto. Se

C = {{1}7 2, 3}7

entdo {1} € C, enquanto 1 ¢ C. Esse exemplo explica por que o conjunto
vazio e o conjunto que contém o vazio sdo diferentes:

o+ {o}.

O primeiro nédo possui elementos; o segundo possui exatamente um elemento,
que € .

2.4 Subconjuntos e igualdade

Dizemos que A é subconjunto de B quando todo elemento de A também
pertence a B:
ACB <= VYz(r€ A=z € B).

Se A C Be A # B, dizemos que A é um subconjunto proprio de B e
escrevemos A C B.
Dois conjuntos sao iguais quando possuem os mesmos elementos:

A=B < (ACBeBCA).

O conjunto vazio & é subconjunto de todo conjunto. De fato, ndo existe
elemento do vazio que possa contrariar a condicio de incluséo.

2.5 Conjunto das partes
O conjunto das partes de A, indicado por P(A), é o conjunto formado por
todos os subconjuntos de A.

Se A = {a, b}, entdo

P(A) = {@) {a}7 {b}7 {a’ b}}

15



2. TEORIA INGENUA DOS CONJUNTOS

Observe que os elementos de P(A) sdo conjuntos.
Se A possui n elementos, cada elemento pode ser incluido ou ndo em um
subconjunto. Como hé duas escolhas independentes para cada um,

P(A)| = 2.

2.5.1 Particoes

Uma particao de um conjunto A é uma familia de subconjuntos nao vazios,
dois a dois disjuntos, cuja unido é A. Por exemplo,

{{1,3,5},{2,4,6}}

é uma particdo de {1,2,3,4,5,6}. Cada elemento aparece em exatamente um
dos blocos.

2.6 Operacoes entre conjuntos

Fixemos dois conjuntos A e B dentro de um universo §2.

2.6.1 Uniao e intersecao
A uniao retne os elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos:
AUB={z |z € Aouzx € B}.

O “ou” é inclusivo: elementos da interse¢io também pertencem a uniéo.
A intersecao redne os elementos comuns:

ANB={x|x € Aex € B}.

Quando A N B = &, os conjuntos sdo chamados disjuntos.

2.6.2 Diferenca e diferenca simétrica

A diferenca A — B retine os elementos que pertencem a A, mas nao a B:
A-—B={z|xe€Aex ¢ B}.

Em geral, A— B # B — A.

A diferenca simétrica retine os elementos que pertencem a exatamente
um dos conjuntos:

AAB = (A—B)U (B — A).

16



2. TEORIA INGENUA DOS CONJUNTOS

AUB intersecdo

Figura 2.1: Na unido destacamos as duas regides; na intersecdo, apenas a parte
comum.

2.6.3 Complementar

Fixado o universo (2, o complementar de A é formado pelos elementos do
universo que ndo pertencem a A:

A=Q - A

O complementar depende do universo adotado.

A_B \ A

Figura 2.2: A diferenca mantém somente a parte exclusiva de A; o comple-
mentar ocupa o universo fora de A.

2.6.4 Exemplo
Se A=1{1,2,3} e B=1{3,4,5}, entdo

AUB=1{1,2,3,4,5}, AN B = {3},

A-B=1{12}, B-A={45).
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2. TEORIA INGENUA DOS CONJUNTOS

2.7 Algebra de conjuntos

As operacdes obedecem a propriedades semelhantes as da aritmética.

Comutativas AUB=BUAeANB=BNA

Associativas (AUB)UC =AU (BUCQC)
(ANB)NC=ANn(BNC)

Distributivas AN (BUC)=(ANB)U(ANC)
AUu(BNnC)=(AuB)N(AUC)

Idempoténcia AUA=AeANA=A

Absorc¢ao AU(ANB)=AeAN(AUuB)=A

2.7.1 Leis de De Morgan

Negar que um elemento pertenca a uniao significa dizer que ele ndo pertence
a nenhum dos conjuntos. Negar que pertenca a intersecéo significa dizer que
falta em pelo menos um deles. Assim,

(AUB)® = A°N B°

(AN B)° = A°U B°.

Essas identidades podem ser verificadas comparando as regides nos diagra-
mas de Venn ou analisando a pertinéncia de um elemento arbitrario.

2.8 Cardinalidade

A cardinalidade de um conjunto finito é seu nimero de elementos, indicado
por |A|. Se A = {2,4,6,8}, entdo |A| = 4.

Ao somar |A| e | B|, os elementos da intersecdo sdo contados duas vezes.
Por isso,

|AU B| = |A| +|B| — |AN Bj.
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2. TEORIA INGENUA DOS CONJUNTOS

2.8.1 Inclusiao-exclusao para trés conjuntos

Com trés conjuntos, subtraimos as interse¢des duas a duas e devolvemos a
intersecao tripla, que foi retirada em excesso:

|JAUBUC| =|A|+ |B|+|C]
—|ANB|—-|ANC|—|BNC|
+]ANBNC|.

<o
o

Figura 2.3: Em trés conjuntos, a regido central pertence as trés interse¢oes
duas a duas.

2.9 Produto cartesiano
Dados conjuntos A e B, o produto cartesiano é o conjunto dos pares ordenados
Ax B={(a,b)|ac Aebec B}.
Se A={1,2} e B={z,y}, entdo
Ax B=A{(12),1,y),(2,2),(2,9)}

Como a ordem do par importa, em geral A x B # B x A.
Se A e B sao finitos,

A x Bl = [A]|B].
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2. TEORIA INGENUA DOS CONJUNTOS

Ax B={(1,z),(1,y),
(2,2),(2,9)}

> A

Figura 2.4: Cada ponto representa um par ordenado do produto cartesiano.

2.10 Intervalos reais

Intervalos sdo subconjuntos de R descritos por desigualdades. Extremos
fechados pertencem ao intervalo; extremos abertos nio pertencem.

la,b] ={z e R|a <z <b},

(a,b) ={x e R|a <z <b}.

Também usamos [a, b) e (a, b].
Com infinito, o extremo é sempre aberto:

(—o0,a) ={x € R |z < a}, [a,+00) ={z € R |z > a}.

Y

DNOe
e

O
Ut

e
ot

Figura 2.5: Ponto cheio indica extremo pertencente ao intervalo; ponto vazio
indica extremo excluido.

2.11 Exemplos resolvidos
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2. TEORIA INGENUA DOS CONJUNTOS

Exemplo 1: inclusao-exclusao

Se |A| =8, |B| =5e|AN B| =2, entdo

JAUB|=8+5-2=11.

Exemplo 2: leitura de uma pesquisa

Em uma turma de 40 estudantes, 25 gostam de Matematica, 18 de Fisica e 10
de ambas. Logo,
|IMUF|=25+18 —10 = 33.

Assim, 40 — 33 = 7 estudantes nao gostam de nenhuma das duas disciplinas.

Exemplo 3: intervalos
Sel=[-1,2)eJ = (0,3], entdo

INJ=(0,2 e IUJ=][-13]

2.12 Exercicios propostos

Fundamentos
1. Seja A = {2,4,6,8}. Determine se:
(@) 4 € 4
(b) 5 € A
(c) 8¢ A.
2. Escreva todos os subconjuntos de {1, 2}.

3. Escreva {2, 4, 6,8} na forma de propriedade.

4. Sejam C' = {a,e,i,0,u} e D o conjunto das letras da palavra MATE-
MATICA. Verifique se C' C D.

5. Determine se as afirmacdes sdo verdadeiras ou falsas:

(@) o €{o};
(b) @ C{o};
(© {9} C{o,1}.
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2. TEORIA INGENUA DOS CONJUNTOS

Aplicacao

6. Se A = {1,2,3} e B = {3,4,5}, determine AUB, ANB,A— Be
B — A

7. Calcule |{a,b,c,d,e}|.
8. Em Q = {1,2,3,4,5,6}, seja A = {1,3,5}. Determine A°.
9. Se A={1,2} e B=1{a,b,c}, escreva A x B.

10. Seja I = [—1,2)e J = (0,3]. Descreva INJelUJ.

Dominio

11. Se |A| = 15,

B| =12e |AN B| =5, determine |[A U B].

12. Se A=1{1,2,3} e B={z,y}, escreva A x B.

13. Se A e B séo finitos e A C B, o que se pode afirmar sobre |A| e |B|?
14. Mostre, por meio de um exemplo, que em geral A — B # B — A.

15. Prove que A C B se, e somente se, AN B = A.

Coroacao

16. Em uma turma de 40 estudantes, 25 gostam de Matematica, 18 de Fisica
e 10 de ambas. Quantos ndo gostam de nenhuma das disciplinas?

17. Represente (A U B)¢ em um diagrama de Venn e compare a regido com
AN Be.

18. Mostre que (AN B)® = A°U B° usando um diagrama de Venn e uma
argumentacao por pertinéncia.

19. Determine P({a, b, c}) e confirme sua cardinalidade pela férmula 2".

20. Simplifique
(ANB)U (AN B°)

utilizando as propriedades da algebra de conjuntos.
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2. TEORIA INGENUA DOS CONJUNTOS

21. Em um grupo de 100 estudantes, 60 estudam Inglés, 45 Espanhol e 30
Francés. Sabe-se que 25 estudam Inglés e Espanhol, 18 Inglés e Francés,
15 Espanhol e Francés e 10 os trés idiomas. Quantos estudam pelo menos
um desses idiomas? Quantos nio estudam nenhum?

22. Verifique se {{1,2},{3},{4,5}} é uma particdo de {1,2, 3,4, 5}, justi-
ficando sua resposta.

2.13 Resumo do capitulo

Neste capitulo estudamos:
« pertinéncia, representacdo e conjuntos finitos e infinitos;
« distin¢do entre elemento e subconjunto;
« inclusao, igualdade, vazio e conjunto das partes;
« unido, intersecao, diferencas e complementar;
« diagramas de Venn e propriedades algébricas;
« cardinalidade e inclusido-exclusdo para dois e trés conjuntos;

+ produto cartesiano e intervalos reais.

A linguagem de conjuntos sera usada continuamente ao longo do livro.
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CAPiTULO 3

Estruturas Numeéricas

Motivacao 3.1

Os numeros surgem da necessidade de representar diferentes situagoes
do cotidiano: contar objetos, medir comprimentos, dividir quantidades
e comparar grandezas. Porém, conforme os problemas se tornam mais
complexos, os conjuntos numéricos também precisam se expandir.

Os conjuntos numéricos aparecem como camadas sucessivas: 0s na-
turais permitem contar, os inteiros representam perdas e ganhos, os
racionais descrevem divisdes e proporcdes, e os irracionais surgem para
representar medidas que nio podem ser escritas como fra¢des. Juntos,
eles formam a base da aritmética, da algebra e da geometria.

Contexto historico 3.1

A construgdo dos conjuntos numéricos aconteceu gradualmente ao longo
da historia. Povos antigos utilizavam inicialmente apenas numeros natu-
rais para contagem. Com o desenvolvimento do comércio e da contabili-
dade, tornou-se necessario trabalhar com niimeros negativos e fracoes.
Na Grécia Antiga, o estudo da geometria revelou um problema inesperado:
certas medidas, como a diagonal de um quadrado de lado 1, ndo podiam
ser expressas como razao entre inteiros. Esse fato levou ao surgimento
dos niimeros irracionais, abalando a visdo pitagoérica de que tudo poderia
ser escrito como fragao.

Com o tempo, os diferentes tipos de numeros foram organizados em estru-
turas cada vez mais amplas, formando os conjuntos numéricos utilizados
atualmente na matematica moderna.




3. ESTRUTURAS NUMERICAS

3.1 Introducao

Contar objetos, representar dividas, dividir quantidades, medir diagonais e
modelar grandezas continuas. Em cada etapa da histéria, novos numeros
surgiram porque os antigos ja ndo bastavam.

Os conjuntos numeéricos ndo sdo uma colecao aleatoria de simbolos. Eles
formam uma expansao natural de ideias:

NCcZcQcR

Neste capitulo, estudaremos como esses Conjuntos se organizam, como se
relacionam e por que sdo fundamentais para toda a matematica posterior.

3.2 Naturais

Os numeros naturais sdo usados principalmente para contagem e ordenacéo.

N=1{0,1,2,3,4,5,...}

Em alguns contextos, considera-se:

N* ={1,2,3,4,...}

Exemplos

« numero de alunos em uma sala;
« paginas de um livro;

+ posicdo em uma corrida.

Observacao

Os naturais funcionam bem para contar, mas falham quando surge uma sub-
tracao como:

O resultado nao pertence a N.
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3. ESTRUTURAS NUMERICAS

3.3 Inteiros

Para lidar com faltas, perdas e posicdes abaixo de um referencial, surgem os
inteiros.

Z={..,-3,-2,-1,0123,...}

Exemplos

« temperaturas negativas;
« saldo devedor;

« andares subterrianeos;

deslocamentos para tras.

Exemplo
7—10= -3

Agora o resultado faz sentido dentro de Z.

3.4 Operacoes com inteiros

As operagdes basicas em Z seguem as mesmas ideias dos naturais, mas com
um cuidado extra: os sinais.

Adicao e subtracao

A subtragio pode ser vista como adi¢do do oposto:

a—b=a-+(-D).

Regras de sinais (multiplicacio e divisao)

Para a,b € Z,com b # 0:
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3. ESTRUTURAS NUMERICAS

Propriedades (em 7Z)

Paraa,b,c € Z:

. comutatividade: a +b=0b+ a e ab = ba;

associatividade: (a +b) +c=a+ (b+ ¢) e (ab)c = a(bc);
distributividade: a(b + ¢) = ab + ac;

e neutros:a+0=aea-1=a;

« oposto ou simétrico: a + (—a) = 0.

Exemplos

Observacao importante

Nem sempre a divisdo de inteiros permanece em Z: por exemplo, 1 + 2 ¢ Z.
Isso motiva o surgimento dos racionais.

3.5 Racionais

Nem tudo ¢ inteiro. Muitas situacdes envolvem partes de um todo.
Os numeros racionais sdo aqueles que podem ser escritos na forma:

%, abeZ b#0
O conjunto é denotado por:
Q
Exemplos
1 7
- —=, 4, 0,25 1,333...
2 Y 3 Y Y Y ) )
Todo inteiro é racional, pois:
5
5=
1
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3. ESTRUTURAS NUMERICAS

Decimais
Todo racional possui representagio decimal:
« finita: 0,75

« periddica: 0,333 ...

3.6 Operacoes com racionais

Em Q as operagdes basicas ficam fechadas: se r, s € Q, entdor + s, 7 — s, 15
e = (com s # 0) também sdo racionais.

Simplificacao

Sempre que possivel, simplificamos uma fracao dividindo numerador e deno-
minador por um mesmo inteiro ndo nulo.

Soma e subtracao de fracoes

Para § e <, com b, d # 0:

E+E_&d+bc E_E_ad—bc
b d  bd b d  bd
Multiplicacao e divisao
ac d

a cC a C a
v d" b bd b Y

Exemplos
2+1_5 5 3 1 7N 6 14
3 6 6 4 2 4 3/ 5 5

Ordem de operacoes

Em expressdes com parénteses e varias operagdes, seguimos a prioridade
usual:

 parénteses;
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3. ESTRUTURAS NUMERICAS

+ poténcias e raizes;
« multiplicacio e divisao;

« adicdo e subtracao.

3.7 Irracionais

Alguns niimeros nao podem ser escritos como fracdo de inteiros.
Esses numeros sao chamados irracionais.

Exemplos

Comentario histoérico

A descoberta de que /2 nio era racional causou grande impacto na matematica
antiga.
Se o lado de um quadrado mede 1, sua diagonal mede:

V2

Esse valor ndo pode ser escrito como fracao entre inteiros.

3.8 Reais

Os numeros reais reunem os racionais e os irracionais.

R=QUIJ

onde [ representa o conjunto dos irracionais.
Todo ponto da reta real corresponde a um niimero real.

3.9 Mapa dos Conjuntos Numéricos

NCcZcQcR

Isso significa:
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3. ESTRUTURAS NUMERICAS

« todo natural é inteiro;
« todo inteiro é racional;

« todo racional é real.

Mas as reciprocas nao valem em geral.
Exemplo:

Lz

1
- e€Q,
2 Q 2

3.10 Reta Real

A reta real organiza os nimeros geometricamente.

« numeros maiores ficam a direita;
« numeros menores ficam a esquerda;

 Zero separa positivos e negativos.

Exemplo

—4<-1<0<2<7

Densidade

Entre dois niimeros reais distintos sempre existe outro niamero real.
Entre 1 e 2 existe:

1,5

Entre 1 e 1,5 existe:
1,25
E assim indefinidamente.
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3. ESTRUTURAS NUMERICAS

3.11 Valor Absoluto ou Mddulo

O valor absoluto (ou médulo) de um nimero real representa sua distancia até
o zero na reta real. Por isso, o modulo é sempre ndo negativo.

Indicamos o médulo de z por |z|.
Definicao

Para todo z € R,

x, sex > 0,
|z =
—z, sex <0.

Isso significa que:

« 0 mddulo de um nimero nao negativo é o préprio nimero;

« 0 mo6dulo de um numero negativo é o seu oposto.

Exemplos
5] =5, | =5[] =5, 0] =0,
3 3
5T 5 |- V2| = V2, |+ V3] = V3.

Exemplo geométrico
Os numeros 4 e —4 estdo a mesma distancia da origem na reta real. Portanto,
4] = [ — 4] = 4.
Na reta real, o médulo representa exatamente a distancia entre um ponto e

0O Zero.

Propriedades

Para quaisquer z,y € R:

31



3. ESTRUTURAS NUMERICAS

|z| >0, |z] =0 <= z =0,
z| |zl
zy| = [z]lyl, — =1 y #0),
lzy| = [z|]y] y Tl ( )
|z]* = 22, x < zf,
|z +y| < |zf + [yl [z =yl > [|lz] = |y]|.

Interpretacao geométrica

O modulo também pode ser interpretado como a distancia entre dois pontos
da reta real.
A distancia entre os niimeros reais a e b é dada por

d(a,b) = |a — b|.

Exemplo.
A distancia entre 2 e —3 é

2 (-3) =5 =5.

Logo, esses pontos estdo separados por 5 unidades.

3.12 Ordem

Nos niimeros reais existe uma relacdo natural de comparacéo:

7> 3, —2 < b.

Cuidado classico

Muitos estudantes erram ao comparar numeros negativos.

—10 < 2.

Embora 10 > 2, o nimero —10 esta mais a esquerda na reta real e, portanto,
é menor.
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3. ESTRUTURAS NUMERICAS

Compatibilidade com operacdes

Sejam a, b, c € R.
(i) Somando o mesmo nimero aos dois membros,

a<b << at+c<b+e

(ii) Multiplicando ambos os membros por um nimero positivo,

c>0= (a<b < ac < bc).

(iii) Multiplicando ambos 0s membros por um numero negativo,

c<0=(a<b <= ac>be).

3.13 Exercicios resolvidos

Resolvido 0

Calcule
1 5
L ST /) N
+3: (-0~ (3-3)
Solucio.
1 5 3 5 2 1
—4) = —12 S
3-(=4) ’ 2 6 6 6 6 3
Assim,

Resolvido 1

Para cada nimero abaixo, determine o menor conjunto numérico que o contém:
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3. ESTRUTURAS NUMERICAS

4
-3 - 8 0,25.
7 5 Y ) Y
Solucio.
Numero Menor conjunto
-3 Z
5 Q
V7 R\Q
8 N
0,25 =1 Q
Resolvido 2
Resolva
Solucio.
A distancia de x até a origem é 6.
r=06 r=—06
Resolvido 3
Resolva
|lx — 2| = 4.
Solucao.
r—2= r—2=-4
Logo,
x=0 T = -2
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Resolvido 4

Determine todos os inteiros x tais que
lz| < 4.
Solucao.

—4 < x < 4.

Como z é inteiro,

ze{-3,-2,-1,0,1,2,3}.

Resolvido 5

Compare os nimeros —8 e —3.
Solucao.
Na reta real, —8 esta a esquerda de —3.

-8 < —3.

Resolvido 6

Coloque em ordem crescente

\/57 1747

OV
|
—_

Solucao.
Sabemos que

2:1,5 e V2=x1414.

Assim,
3
—1<14<V2< >

Resolvido 7

Resolva
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3. ESTRUTURAS NUMERICAS

|2z — 1] = 1.
Solucao.
20 —1=17 ou 20 — 1 = —T1.
Entao,
2 =8 = v =4,
e
2r = —6=12=—-3.
Logo,

S ={-3,4}.

3.14 Exercicios propostos

Fundamentos

1. Julgue as afirmag¢des como verdadeiras (V) ou falsas (F):

(@) b e N.
(b) 5 € Z.
(c) —2€N.

(d) ; c Q.

e vV2eQ.
(f) 1,333--- € Q.
(g) mel

2. Calcule (respeite a ordem de operacdes):

—8+5-(=3), 12— (-7),

B~ o
+
Wl N
VR
| ot
~_
o
/T\
Nel a3t
~~_

3. Calcule:
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3. ESTRUTURAS NUMERICAS

(@ [9];
(b) | —12;
(c) 10];
@ [ =3I

4. Compare e justifique:
-6 e —1.

5. Escreva um exemplo de nimero que pertenca a (Q mas nio pertenca a

Z.

6. Escreva um exemplo de niimero que pertenca a R mas nao pertenca a

Q.

Aplicacao

7. Escreva trés numeros racionais entre 2 e 3.

8. Calcule:

? ’\/5"

7
-8 15 ——
EURRNUI

9. Determine a distancia entre os pontos:

4 e —06.

10. Determine a distancia entre os pontos:

11. Verifique se as afirmacdes sdo verdadeiras ou falsas:
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Dominio

12. Ordene em ordem crescente:

3
V2, 14, 5 L

13. Determine todos os inteiros x tais que:

|z| < 4.

14. Determine a distancia entre os nimeros reais:

15. Seja

Escreva r em forma decimal e diga se essa representagio é finita ou
periodica.

16. Mostre que todo inteiro é racional.

Coroacao

17. Prove que:
|z| = | — 2| para todo = € R.

18. Mostre que:
[z +y| <[z +y|.

19. Explique geometricamente por que:
ja =]
representa a distancia entre os nimeros reais a e b.

20. Prove que entre dois nimeros racionais distintos sempre existe um
numero racional.
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3.15 Resumo do Capitulo
Neste capitulo estudamos:

« naturais;

« inteiros e suas operacoes;

« racionais e operagdes com fracdes;
« irracionais;

« reais;

« reta real;

« valor absoluto;

« ordem.

Os numeros sdo a matéria-prima da algebra, da geometria, da analise e de
praticamente toda a matematica.
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CapriTULO 4

Exercicios da Parte I: Linguagem
e Fundamentos

Este primeiro conjunto de exercicios retine a linguagem que sera usada no
restante do livro. A atencdo aos simbolos importa tanto quanto a conta: per-
tencer ndo é estar contido, uma frase nao é automaticamente uma proposicao
e uma resposta numérica ainda precisa respeitar o conjunto ao qual pertence.

4.1 Exercicios propostos

Fundamentos
1. Julgue as afirmag¢des como verdadeiras (V) ou falsas (F):

(a) @ C A para todo conjunto A.
(b) Se AC Be B C A, entio A = B.
() AN(BUC)=(ANnB)U(ANC(C).
d Au(BNC)=(AUuB)N(AUC).
(e) beN.
(f) -2 e N.
(©) ; € Q.
(h) V2 € Q.
(i) e R

2. Escreva simbolicamente:

(a) “Todo nimero natural é racional”
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4. Exercicios pA PARTE I: LINGUAGEM E FUNDAMENTOS

(b) “Existe um numero irracional positivo.”

43 , . . . .« 9
(c) “"Nenhum numero inteiro negativo pertence aos naturais.
3. Represente em notagio de intervalo:

(@ {reR:—-2<z <5}
b) {reR:z< —-1oux > 3}
() {reR: -4 <z<2}
4. Dados A = {1,2,3,4} e B = {3,4,5}, determine ANB, AUBe A\ B.

5. Calcule:

6. Compare e justifique os numeros —6 e —1.

7. Escreva:

(a) um numero racional que nio seja inteiro;
(b) um numero irracional;

() um numero real negativo.

8. Determine a distancia entre os niimeros 4 e —6.

Aplicacao
9. Se A=[-1,4) e B = (2,6], determine AN Be AU B.

10. Considere os conjuntos A = {r € R : —2 < x < 3} e B = [1,5].
Determine AN Be AU B.

11. Numa turma:

« 18 alunos gostam de futebol;

+ 12 gostam de volei;

41



12. Em uma pesquisa, 60 pessoas responderam:
+ 35 gostam de café;
+ 28 gostam de cha;
+ 12 gostam de ambos.
Quantas ndo gostam de nenhum dos dois?
13. Determine a distancia entre —3 e 5.
14. Determine todos os numeros reais cuja distancia até o zero é igual a 5>
15. Julgue as afirmag¢des como verdadeiras (V) ou falsas (F):
-7 =17, 14| = —4, |0] = 0.
16. Represente graficamente, na reta real, os conjuntos A = (—o0,1] e
B = (—2,4) e determine AN B.
17. Considere U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, A = {2,4,6,8,10} e B =
{1,2,3,4,5}. Determine o complementar de AN B em relacio a U.
Dominio
18. Ordene em ordem crescente: v/2, 1,4, %, —1.
19. Mostre que, se 7 | a® + b%, onde a e b sdo niimeros inteiros, entio:
TlaeT]|b.
20. Dados A = [—2,4] e B = (1,6), determine AN B, AUBe A\ B.
21. Represente na reta real os intervalos [—3,2) e (1, +00).
22. Determine se as afirmacdes sdo verdadeiras ou falsas:
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+ 5 gostam de ambos.

Quantos gostam de pelo menos um dos esportes?

@) V9 =3;
(b) V2 € Q;
(c) mel;



4. Exercicios pA PARTE I: LINGUAGEM E FUNDAMENTOS

(d) |-5| = —5.

23. Explique por que |a — b| = |b — al.

Coroacao

24. (Desafio) Prove que, para quaisquer conjuntos A, B e C,
A\ (BUC)=(A\B)Nn(A\C).
25. (Desafio) Negue corretamente a afirmacéo:
“Todo nimero racional é inteiro.”

26. (Desafio) Explique geometricamente por que |a — b| representa a distan-
cia entre os nimeros reais a e b.

27. (Desafio) Considere A ={z € R: |z| <3} e B =[—1,4].
28. Mostre que valem as seguintes propriedades:

(a) Se AC Be B C A, entio A = B.
(b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
(c) AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
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CAPITULO 5

Divisibilidade e Numeros Inteiros

Motivacao 5.1

Em diversas situacdes precisamos dividir quantidades de maneira exata:
repartir objetos igualmente, organizar medidas ou simplificar fracdes. A
Divisibilidade estuda justamente quando um ntimero pode ser dividido
por outro sem deixar resto.

Ao analisar multiplos, divisores e fatores primos, conseguimos simplificar
calculos, identificar padrdes e resolver problemas de forma mais efici-
ente. Esses conceitos também servem de base para temas importantes da
matematica, como fra(;(”)es, equacoes e teoria dos numeros.

Contexto historico 5.1

Desde as primeiras civilizagdes, ideias de divisibilidade ja apareciam em
atividades comerciais, medicoes e construgdes. Os matematicos gregos
transformaram essas observagdes praticas em teoria, especialmente com
os trabalhos de Euclides.

Entre suas contribuicdes esta o Algoritmo de Euclides, um método
eficiente para calcular o maximo divisor comum entre dois niimeros.
Esse algoritmo, apresentado em Os Elementos, ¢ um dos procedimentos
matematicos mais antigos ainda utilizados atualmente.

O estudo da divisibilidade também levou ao desenvolvimento do Teorema
Fundamental da Aritmética, segundo o qual todo inteiro maior que 1
pode ser escrito de maneira tinica como produto de nimeros primos. Mais
tarde, matematicos como Gauss ampliaram essas ideias e consolidaram a
teoria dos nimeros moderna.
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5. DIVISIBILIDADE E NUMEROS INTEIROS

5.1 Introducao

Ao observar numeros inteiros, percebemos padrdes curiosos: alguns sio pares,
outros terminam em 5, alguns possuem muitos divisores, outros apenas dois.
Essas regularidades formam o estudo da divisibilidade.

A ideia central é responder, de forma rapida e confiavel, perguntas do
tipo: “um numero cabe exatamente dentro do outro?” e “quais fatores estdo
escondidos aqui?”. Essas perguntas aparecem quando simplificamos fracdes,
contamos ciclos que se repetem, organizamos medidas e estudamos algoritmos.

Nosso objetivo sera compreender padrdes e relacdes entre nimeros inteiros,
desenvolvendo gradualmente uma visdo mais estruturada da aritmética.

5.2 Multiplos e Divisores

Sejam a e b inteiros, com a # (. Dizemos que a divide b quando existe um
inteiro k tal que b = ak. Nesse caso, escrevemos a | b (1é-se: “a divide b”).

Exemplos
12=3-4 = 3|12

Isso significa que 12 é multiplo de 3. Da mesma forma, 35 = 5 - 7 implica
5| 35.
Ja 4 1 10, pois néo existe inteiro k tal que 10 = 4k.

Multiplos

Os multiplos de 6 sdo 0,6,12, 18,24, 30, ... e todo multiplo de 6 pode ser
escrito na forma 6k, com k inteiro. Por exemplo, 24 = 6 -4 e 30 = 6 - 5. Todo
inteiro possui infinitos multiplos.

Divisores

Os divisores positivos de 12 sdo 1, 2, 3, 4, 6, 12. Cada um divide 12 exatamente.
Por exemplo, 12 -3 =4e 12+ 6 = 2. J4 5t 12, pois 12/5 néo é inteiro.

Relacao importante

Quando a | b, também dizemos que b é multiplo de a. Por exemplo, 4 | 20 é
equivalente a dizer que 20 é multiplo de 4.
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5. DIVISIBILIDADE E NUMEROS INTEIROS

Padroes algébricos

A divisibilidade revela padroes interessantes. Por exemplo:
n*—n=nn?*—1)=n(n—-1)(n+1).
Comon — 1,n en + 1 sdo trés inteiros consecutivos, um deles é multiplo
de 3, e portanto 3 | (n® —n).
Além disso, entre trés inteiros consecutivos sempre existe um nimero par

e um multiplo de 3. Portanto:

6] (n*—n).

5.3 Critérios de Divisibilidade

Em muitos casos ndo precisamos efetuar a divisdo para descobrir se um nimero
é divisivel por outro. Os critérios de divisibilidade sdo regras praticas
baseadas na escrita decimal dos nimeros.

Alguns critérios importantes sao:

« Por 2: um numero ¢ divisivel por 2 se termina em algarismo par.

« Por 3: um numero ¢é divisivel por 3 se a soma de seus algarismos é
multipla de 3.

« Por 4: um nuimero é divisivel por 4 se seus dois ultimos algarismos
formam um multiplo de 4.

« Por 5: um nimero é divisivel por 5 se termina em 0 ou 5.

« Por 6: um numero é divisivel por 6 se é divisivel por 2 e por 3 simulta-
neamente.

« Por 8: um numero é divisivel por 8 se seus trés ultimos algarismos
formam um maltiplo de 8.

+ Por 9: um numero ¢é divisivel por 9 se a soma dos algarismos ¢ multipla
de 9.

+ Por 10: um ntimero ¢é divisivel por 10 se termina em 0.
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5. DIVISIBILIDADE E NUMEROS INTEIROS

Exemplo
+ Verificar se 3726 ¢ divisivel por 6:

Um numero ¢é divisivel por 6 quando ¢ divisivel por 2 e por 3 ao mesmo
tempo.

Como 3726 termina em 6, ele é divisivel por 2. Além disso, 3+7+42+6 =
18, e 18 é multiplo de 3. Portanto, 6 | 3726.

« Verificar se 2016 é divisivel por 8:

Um numero é divisivel por 8 quando os trés ultimos algarismos formam
um multiplo de 8.

Os trés ultimos algarismos de 2016 formam 016 = 16. Como 8 | 16,
temos 8 | 2016.

5.4 Numeros Primos

Um ndmero natural maior que 1 é chamado primo se possui exatamente
dois divisores positivos: 1 e ele mesmo. Se possui mais divisores, é chamado
composto.

Por exemplo, 2,3,5,7,11,13, ... sdo numeros primos, enquanto 4 = 2 - 2
e 6 = 2 - 3 sdo compostos.

Os numeros primos sdo importantes porque funcionam como os “blocos
fundamentais” da multiplicacéo.

Todo inteiro maior que 1 ou é primo, ou pode ser escrito como produto
de nimeros primos de maneira unica. Esse resultado é conhecido como o
Teorema Fundamental da Aritmética.

5.5 Fatoracao Prima

Cada inteiro maior que 1 pode ser escrito como produto de primos. Por
exemplo, 60 =22-3-5e84 =2%2.3-7.

A fatoracgdo prima é 1til para simplificar fra¢des, calcular divisores, MDC e
MMC.
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5.6 Maximo Divisor Comum (MDC)

O maximo divisor comum de dois inteiros é o maior nimero que divide
ambos.
Denotamos por mdc(a, b). Por exemplo, mdc(12, 18) = 6.

Calculo via fatoracao

Fatorando, 12 = 22 - 3 e 18 = 2 - 3. Tomamos os fatores comuns com menor
expoente (2! e 3'), logo mdc(12,18) =2 -3 = 6.

Quantidade de divisores

A fatoracdo prima também permite descobrir quantos divisores positivos um
numero possui.

Por exemplo, 360 = 23 - 32 - 5!, Para cada fator primo, o expoente pode
variar de 0 até o expoente maximo presente na fatoracdo. Assim, 23 contribui
com 3 + 1 = 4 possibilidades, 32 contribui com 2 + 1 = 3, e 5! contribui com
1 + 1 = 2. Portanto, a quantidade total de divisores positivos é (3 + 1)(2 +
N(1+1)=4-3-2=24.

Observacao

Em geral, a quantidade de divisores positivos de um namero é par. Isso
acontece porque os divisores costumam aparecer em pares (d, % ). Por exemplo,
os divisores de 12 podem ser agrupados como (1, 12), (2,6) e (3,4).

Entretanto, quando o niimero é um quadrado perfeito, um divisor fica “sem
par”. Por exemplo, 36 = 6%: nesse caso aparecem pares como (1, 36), (2, 18),
(3,12), (4,9), mas 6 forma par consigo mesmo. Por isso, quadrados perfeitos
possuem quantidade impar de divisores.

5.7 Minimo Multiplo Comum (MMC)

O minimo multiplo comum de dois inteiros ¢ o menor niimero positivo
multiplo de ambos.
Denotamos por mmc(a, b). Por exemplo, mmc(4,6) = 12.
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5. DIVISIBILIDADE E NUMEROS INTEIROS

Calculo via fatoracao

Fatorando, 4 = 2% e 6 = 2 - 3. Tomamos os fatores com maior expoente e
obtemos mmc(4,6) = 2% - 3 = 12.

5.8 Algoritmo de Euclides

O algoritmo de Euclides é um método eficiente para calcular o MDC usando
divisdes sucessivas. Se

a=bg+r = mdc(a,b) =mdc(b, 1),

entdo repetimos o processo até obter resto zero.

Exemplo

Calcular mdc(84, 30).
Aplicando o algoritmo de Euclides:

84 =302+ 24,
30 =24-1+6,
24=6-4+0.

Como o dltimo resto néo nulo é 6, temos mdc(84, 30) = 6.

Uma interpretacao geométrica

Imagine um retangulo de lados 84 e 30. Queremos preenché-lo com quadrados
iguais e do maior tamanho possivel.

84
24 x 24 N
R 30 x 30 30 x 30
6 6 6 6 Ci\
quadrados 6 x 6
30 30 24
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5. DIVISIBILIDADE E NUMEROS INTEIROS

Primeiro retiramos dois quadrados 30 x 30, restando um retangulo 24 x 30.
Em seguida, retiramos um quadrado 24 x 24, sobrando um retangulo 24 x 6.
Por fim, esse retangulo pode ser dividido em quadrados 6 x 6.

Portanto, mdc(84, 30) = 6.

Método do “chiqueiro”

O algoritmo de Euclides também pode ser organizado em um esquema visual
bastante conhecido, chamado popularmente de “chiqueiro”.

Vamos calcular mdc(84, 30).

As divisdes sucessivas sdo:

84 =302+ 24,
30 =24-14+6,
24 =6-4+0.

Esse processo pode ser resumido no seguinte dispositivo:

2|14
84130246
301246 |0

Os numeros da linha superior representam os quocientes obtidos em cada
divisdo sucessiva.Cada coluna reproduz uma etapa do algoritmo de Euclides.
O tltimo resto néo nulo é 6. Logo, mdc(84, 30) = 6.

5.9 Relacao de Bézout

O algoritmo de Euclides revela um fato importante: o MDC de dois nimeros
pode ser escrito como combinacéo linear deles.

Por exemplo, 18 — 12 = 6. Nesse caso, 6 = 1 - 18 4+ (—1) - 12.

De modo geral, existem inteiros x e y tais que ax + by = mdc(a, b). Esse
resultado é chamado de Relacao de Bézout. A expressio ax + by é chamada
de combinacio linear de a e b.

Exemplo

Vamos escrever mdc(84, 30) como combinagéo linear.
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5. DIVISIBILIDADE E NUMEROS INTEIROS

Pelo algoritmo de Euclides:

84 =302+ 24,
30 =24-1+6,
24 =6-4+0.

Logo, mdc(84,30) = 6.

Agora voltamos nas equagdes:

6 =30 — 24,
24 =84 —30-2,
6=230—(84—30-2) = —84+3-30.

Portanto, 84(—1) 4+ 30(3) = 6 e uma escolha é z = —1,y = 3.

5.10 Equacdes Diofantinas

Em muitas situacdes buscamos solucdes inteiras para uma equacio.
Por exemplo:

E possivel formar R$30 usando apenas notas de R$6 e R$9?

Se x representa a quantidade de notas de R$6 e y a quantidade de notas de
R$9, entdo 6x + 9y = 30. Equagdes desse tipo sdo chamadas de equacdes
diofantinas.

Equacao Diofantina Linear. Uma equacdo da forma ax + by = c é
chamada de equacao diofantina linear quando buscamos solug¢des inteiras
parazey.

Nem toda equacio desse tipo possui solucao inteira. A condicdo funda-
mental é: a equagdo axr + by = c possui solucdo inteira se, e somente se,
mdc(a, b) | c.

Quando a equacdo possui solucdo inteira, geralmente existem infinitas
solugoes.

Se (z9, Yo) é uma solucio particular de ax + by = ¢, entdo todas as solugdes
inteiras podem ser escritas na forma

= —|—bt = at
Tr=2x - = - =
0 d’ Y Yo d7

onde d = mdc(a, b) e t € Z. Assim, as solugdes formam um conjunto infinito
parametrizado por um inteiro ¢.
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Exemplo 1

Resolver 6x + 9y = 30.

Primeiro calculamos mdc(6,9) = 3. Como 3 | 30, a equacéo possui solu¢do
inteira. Dividindo a equagéo por 3, obtemos 2x + 3y = 10.

Agora procuramos valores inteiros que satisfacam essa igualdade. Esco-
lhendo, por exemplo, y = 2, temos:

204+3(2)=10 = 224+6=10 = 2r =4 = z=2.

Logo, (x,y) = (2,2) é uma solugio inteira.

Essa ndo é a tnica solugdo: por exemplo, (z,y) = (5,0) também satisfaz
6z + 9y = 30.

No exemplo 6z + 9y = 30, temos d = mdc(6,9) = 3. Como uma solucio
particular é (z,yo) = (2, 2), todas as solucdes inteiras podem ser escritas na
forma

T =2+ 3t, y =2 —2t, tel.

Portanto, S = {(2+ 3¢, 2 —2t) | t € Z}.

Exemplo 2

Resolver 4x + 6y = 7.
Calculando o MDC, mdc(4,6) = 2. Mas 2 1 7 e, portanto, a equacdo nio
possui solucdo inteira.

Conexao com Bézout

A relacdo de Bézout e as equagdes diofantinas estdo profundamente ligadas.
A igualdade ax + by = mdc(a, b) mostra exatamente quando combinagdes
lineares podem produzir certos nimeros.
Por isso, o algoritmo de Euclides nao serve apenas para calcular MDC: ele
também ajuda a resolver equacdes inteiras.

5.11 Exercicios Resolvidos

Resolvido 1

Quantos divisores positivos possui 3607?
Solucio:
Como 360 = 2° - 32 -5, 0 nimero de divisores é (3+1)(2+1)(1+1) = 24.
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Resolvido 2
Calcule mmc(84, 126).

Solucao:
Usaremos a relacdo
mmc(a, b) - mde(a, b) = ab.
De 126 = 84 + 42 e 84 = 42 - 2 vem mdc(84, 126) = 42. Assim,

84 - 126
84,126) = = 252.
mmc(84, 126) D)
Resolvido 3
252
Simplifique —.
implifique To
Solucao:
Pelo algoritmo de Euclides,
9252 = 198 + 54,
198 = 54 - 3 + 36,
54 = 36 + 18,
36 =18-2,

252 14
1 952,198) = 18 e, Ry
ogo mdc(252, 198) = 18 e, portanto 198 = 11

Resolvido 4

Mostre que 6 | (n® —n).
Solucao:

Fatorando e aplicando a diferenca de quadrados,
3 _ 2 _
n°—n=n(n"—1)=n(n—1)(n+1).
Os numeros n — 1, n e n+ 1 sdo trés inteiros consecutivos, e entre trés inteiros
consecutivos:

« um deles é multiplo de 3;

+ pelo menos um deles é par.

Logo, o produto n(n — 1)(n + 1) é divisivel por 2 - 3 = 6 e, portanto,
6| (n*—n).
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Resolvido 5

Encontre inteiros x e y tais que 84x + 30y = 6.
Solucio:
Da relacdo de Bézout, 6 = (—1) - 84 + 3 - 30. Logo, x = —1l ey = 3.

5.12 Exercicios Propostos

Fundamentos
1. Verifique se: 3 | 45,5172, 7 | 84.
2. Liste os divisores positivos de 24 e 36.
3. Escreva os cinco primeiros multiplos positivos de 8 e 15.

4. Use os critérios de divisibilidade para decidir se 3726 ¢ divisivel por 2,
3,6e0.

5. Classifique os nimeros abaixo em primos ou compostos: 49, 51, 97.

Aplicacao
6. Fatore em numeros primos: 360, 1001, 2310.
7. Calcule mdc(168,210) e mmc(168,210).
8. Determine mdc(252, 198) e mmc(252, 198).
9. Determine o menor inteiro positivo divisivel por 12, 18 e 30.
10. Quantos divisores positivos possui o numero 3607
11. Liste todos os divisores positivos de 72.

12. Use o algoritmo de Euclides para calcular mdc(1001, 143).

Dominio
13. Mostre que 6 | n(n + 1)(n + 2), para todo inteiro n.
14. Mostre que 3 | (n® — n), para todo inteiro n.

15. Determine inteiros x e y tais que 18z 4 30y = 6.
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16. Escreva mdc(45, 18) como combinacéo linear de 45 e 18.

17. Resolva a equacdo diofantina 4x + 6y = 18.

Coroacao
18. Encontre uma solucio inteira de 84x + 30y = 6.

19. Determine o conjunto de todas as solucdes inteiras da equagao 6z +9y =

30.
20. Mostre que a equagao 14x + 21y = 5 ndo possui solucao inteira.
21. Determine todos os inteiros n tais que mdc(n, 12) = 4.
22. Mostre que,sea |bea|c entdoa | (b+c)ea] (b—c).

23. Se p é primo e p | ab, prove que p |aoup | b.

5.13 Resumo do Capitulo
Neste capitulo estudamos:

« multiplos e divisores;

« critérios de divisibilidade;
« ndmeros primos;

« fatoracdo prima;

« MDC e MMC;

« algoritmo de Euclides;

« relacdo de Bézout;

« equacdes diofantinas.

Os conceitos de divisibilidade aparecem em diversos problemas matema-
ticos e servem de base para temas mais avangados, como algebra, teoria dos
numeros e criptografia.
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CAPITULO 6

Aritmeética Modular

Motivacao 6.1

Diversas situagdes do cotidiano funcionam em ciclos: relégios retornam
ao zero apods 24 horas, dias da semana se repetem e calendarios seguem
padrdes periddicos. Em todos esses casos, o mais importante nao é o
numero completo, mas o resto obtido em determinada divisao.

A Aritmética Modular formaliza essa ideia ao estudar nimeros que
possuem o mesmo resto quando divididos por um valor fixo. Essa lin-
guagem simplifica calculos, reduz expressdes grandes e permite resolver
problemas envolvendo periodicidade, divisibilidade e padrdes numéricos.

Contexto historico 6.1

Embora ideias ligadas a ciclos existam desde a Antiguidade, a formulacgao
moderna da aritmética modular foi desenvolvida por Carl Friedrich Gauss
no inicio do século XIX.

Gauss introduziu o conceito de congruéncia, mostrando que numeros
podem ser considerados equivalentes quando deixam o mesmo resto em
uma divisdo. Essa abordagem transformou a teoria dos numeros e abriu
caminho para métodos mais eficientes de calculo e demonstracao.
Atualmente, a aritmética modular possui aplicagdes importantes em com-
putacao, criptografia, codigos de seguranca e algoritmos digitais, além de
desempenhar papel central na matematica pura.

6.1 Introducao

Ao dividir ndmeros inteiros, muitas vezes o valor mais importante nio é o
quociente, mas o resto. Horarios em relogios, calendarios, padrdes de ultimo
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algarismo, ciclos repetitivos e diversos problemas olimpicos dependem dessa
ideia.

A aritmética modular estuda numeros quando observados “por ciclos”. Em
vez de perguntar quanto vale exatamente um numero, perguntamos: qual
resto ele deixa ao ser dividido por outro?

Essa mudanca de perspectiva produz uma matematica elegante, poderosa e
surpreendentemente util.

Neste capitulo estudaremos congruéncias, classes residuais, restos, proprie-
dades, relogio modular e aplicacdes iniciais.

6.2 Congrueéncias

Sejam a,b,m € Z, com m > 0.
Dizemos que a é congruente a b médulo m quando a e b deixam o mesmo
resto na divisdo por m.

Escrevemos:
a=b (modm)
Exemplo
17=5 (mod 12) 23=3 (mod 10)
pois

17=1245

e ambos deixam resto 5 na divisdo por 12.
No segundo caso, ambos terminam em 3.

Forma equivalente
a=b (modm)
se, e somente se,
m | (a —b)

Ou seja, a diferenga a — b é multipla de m.
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6.3 Classes Residuais

Muitos nimeros diferentes podem representar a mesma classe modulo m.
No médulo 5:

0,5,10,15,20, ...

todos pertencem a mesma classe residual de 0.
Da mesma forma:

1,6,11,16,21,...

pertencem a classe residual de 1.
Assim, modulo 5, existem apenas cinco classes:

Ideia central

Quando trabalhamos moédulo 5, todos os inteiros se reduzem a apenas cinco
possibilidades.

6.4 Restos

Todo nimero inteiro dividido por m deixa resto entre

0 e m-—1.

Exemplos

Dividindo por 7, os restos possiveis sao

0,1,2,3,4,5,6.

Dividindo por 2, os restos possiveis sao
0,1.
Por isso todo inteiro é par ou impar.
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Exemplo
58 + 7
Temos:
8 =7-8+2
Logo:

58 =2 (mod 7)

6.5 Propriedades

Se
a=b (modm) e c=d (modm)
entao:

Soma

a+c=b+d (modm)
Subtracao

a—c=b—d (modm)
Multiplicacao

ac =bd (mod m)

Poténcias

a”=0b" (mod m)
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Exemplo

Como

14=2 (mod 12)

entao

142 =22=4 (mod 12)

6.6 Relogio Modular

Relégios funcionam naturalmente médulo 12 (ou médulo 24).
Exemplo

Se agora sao 9 horas, daqui 17 horas serdo:

9417 =26

No relogio de 12 horas:
26 =2 (mod 12)

Resposta: 2 horas.

Outro exemplo

Se agora sao 11 horas, daqui 8 horas:

11+8=19

19=7 (mod 12)

Logo, serdo 7 horas.

6.7 Ultimo Algarismo

O ultimo algarismo de um numero depende do resto moédulo 10.
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Exemplo

Encontrar o ultimo algarismo de

7100

Poténcias de 7 mo6dulo 10:

7' =7 (mod 10)

72=9 (mod 10)

7 =3 (mod 10)

7' =1 (mod 10)
O ciclo se repete a cada 4 termos.
Como

100 =4

deixa resto 0, usamos o quarto termo do ciclo:

7% =1 (mod 10)

Ultimo algarismo:

6.8 Aplicacoes Olimpicas Basicas

A aritmética modular aparece com frequéncia em problemas olimpicos porque
permite estudar padrdes de divisibilidade, restos e propriedades dos nimeros
de maneira elegante.

Em vez de trabalhar diretamente com nimeros enormes, analisamos apenas
os restos das divisoes.

As congruéncias também ajudam a estudar:

« divisibilidade;
« paridade;
+ quadrados perfeitos;

+ padrdes em poténcias;

propriedades de nimeros primos.
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Exemplo 1

Mostre que todo nimero da forma

3n+ 2

nao ¢é divisivel por 3.
Solucao
Ao dividir um ntimero por 3, os Unicos restos possiveis sao

0, 1, 2.

O termo

3n

¢ multiplo de 3. Portanto,

3n=0 (mod 3).

Assim,

3n+2=2 (mod 3).

Como o resto nunca é 0, concluimos que

31 (3n+2).

Exemplo 2

Mostre que o quadrado de um ntimero impar é impar.
Solucio
Todo nimero impar pode ser escrito na forma

2k + 1.

Calculando o quadrado:

(2k +1)® = 4k* + 4k + 1.

Colocando 4k em evidéncia:

(2k 4+ 1)* = 4k(k + 1) + 1.
Logo,
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(2k + 1)

tem a forma

2m + 1,
isto ¢, é impar.
Também podemos escrever usando congruéncias:
2k+1=1 (mod 2).

Entao,

(2k+12=1*=1 (mod 2).

Portanto, o quadrado de um niimero impar é impar.

Exemplo 3

Mostre que o quadrado de qualquer inteiro deixa resto 0 ou 1 na divisdo por 4.
Solucao
Todo inteiro é da forma 2k ou 2k + 1.

« Sen = 2k, entdo n? = (2k)? = 4k? e, logo, n?* = 0 (mod 4).

« Sen =2k + 1, entdo n* = (2k + 1)? = 4k® + 4k + 1 e, assim, n* = 1
(mod 4).

Portanto, os unicos restos possiveis de um quadrado perfeito modulo 4 sao
Oel.

Esse tipo de argumento é muito usado para mostrar que certas equagdes
nao possuem solucdo inteira.

Por exemplo, como 2 nio aparece entre os restos possiveis modulo 4, con-
cluimos que n#o existe inteiro n tal que n? = 2 (mod 4).

Pequeno Teorema de Fermat

As congruéncias também permitem estudar poténcias muito grandes e propri-
edades profundas dos numeros primos.

Um dos resultados mais importantes da teoria dos nimeros é o Pequeno
Teorema de Fermat: se p é primo e a nao é multiplo de p, entdo

a?'=1 (mod p).
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Por exemplo, como 7 é primo, temos 2° = 1 (mod 7). De fato, 26 =64e

64=7-9+1.

6.9 Exercicios Resolvidos

Resolvido 1

Calcule o resto de:

73
na divisdo por 5.
Solucio
73=5-1443
Logo:

73=3 (mod 5)
Resolvido 2
Se:

r=4 (modT7)

determine o resto de x + 5 por 7.
Solucio

r+5=445=9=2 (mod7)

Resolvido 3

Determine o ultimo algarismo de:

Ciclo médulo 10:

3,9,7,1
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Como 8 é multiplo de 4, usamos o quarto termo.
Resposta:

6.10 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Determine os restos das divisdes:

25 por 4, 81 por 7, 100 por 9.

2. Escreva na forma de congruéncia:

32 deixa resto 2 na divisao por 5.
3. Verifique se a congruéncia abaixo é verdadeira:

19=4 (mod 5).

Aplicacao
4. Se:

r=3 (mod 8),

determine:

(@ r+2
(b) 2x
(c) o
modulo 8.
5. Se agora sdo 7 horas, daqui a 20 horas serdo que horas?
6. Determine o ultimo algarismo de:
2'°.
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Dominio
7. Mostre que a soma de dois nimeros pares é par.

8. Mostre que todo multiplo de 9 possui soma dos algarismos multipla de
9.

9. Determine o resto da divisio de:

537

por:

Coroacao

10. Prove que ndo existe inteiro n tal que:

n*=2 (mod 4).

6.11 Resumo do Capitulo
Neste capitulo estudamos:

+ congrueéncias;
« classes residuais;
o restos;

« propriedades;

rel6gio modular;

aplicacdes olimpicas basicas.

A aritmética modular permite estudar padroes de divisibilidade e restos de
maneira mais organizada. Muitas ideias importantes da teoria dos numeros
surgem naturalmente a partir dessas propriedades.
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CAapPiTULO 7

Fracoes e Razoes

Motivacao 7.1

Nem todas as situacoes podem ser representadas apenas com numeros
inteiros. Ao dividir alimentos, medir distancias ou comparar quantida-
des, surge a necessidade de representar partes de um todo. As fracoes
permitem descrever essas relagdes de maneira precisa e operacional.

Além de indicar divisdes, fracdes também representam razdes e pro-
porcdes entre grandezas. Com elas, podemos comparar quantidades,
simplificar medidas e resolver problemas envolvendo partilhas e escalas.

Contexto historico 7.1

As fragdes acompanham a humanidade desde as primeiras civiliza¢des. Os
egipcios, por exemplo, utilizavam representagdes proprias para descrever
partes de quantidades em calculos comerciais e medigdes agricolas.

. . 2 .
Com o desenvolvimento da matematica, a notacdo — tornou-se predomi-
q

nante por sua simplicidade e eficiéncia. Essa escrita permite interpretar a
fracdo tanto como divisdo quanto como relacio entre duas quantidades.
Ao longo do tempo, o estudo das fragdes se tornou essencial para areas
como geometria, algebra, fisica e engenharia, pois grande parte das medi-
das do mundo real envolve rela¢des nio inteiras.

7.1 Introducao

Nem toda quantidade aparece em nimeros inteiros. Metade de uma pizza,
trés quartos de um tanque, “2 litros para cada 5 pessoas”, mapas reduzidos e
receitas culinarias mostram que muitas situagdes do cotidiano dependem de
partes e comparacoes.
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Fracdes e razdes também aparecem quando queremos ser precisos sem
5

usar aproximagdes: comparar g com % decidir quanto falta para completar 1
unidade, ajustar uma receita para mais pessoas, ou entender uma escala de
mapa sem confundir unidades.

Neste capitulo estudaremos fracdes equivalentes e simplificacdo, operacoes
e comparacdo, além de razdes, escalas e proporgdes (incluindo a regra de trés).
A meta é aprender tanto o procedimento quanto o raciocinio por tras dele,
para evitar erros comuns como “somar denominadores” ou misturar unidades

em escalas.

7.2 Fracoes

Uma fracdo tem a forma:

b+#0
onde:

« a é o numerador;

« b é o denominador.
Ela pode representar:

« parte de um todo;

« divisao;

« razdo entre quantidades.

Quando a fragio representa uma parte de um todo, o denominador informa
em quantas partes iguais a unidade foi dividida, e o numerador informa
quantas dessas partes foram consideradas. Assim, em %, dividimos a unidade
em quatro partes iguais e tomamos trés.

Essa palavra — iguais — é importante. Nao basta separar uma pizza em
quatro pedacos de tamanhos diferentes e escolher trés deles: nesse caso, a
escrita % nao descreve corretamente a quantidade escolhida.

Exemplos
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Exemplos mais desafiadores (interpretacio)

_3
5

representa um nimero negativo; o sinal vale para a fracéo inteira.

7 13 ~ s ;. . , .
« 4 = 13 (fracdo impropria pode ser escrita como nimero misto).
. g = 0, mas % nao existe (nio se divide por 0).

7.3 Fracoes Equivalentes

Fragoes diferentes podem representar a mesma quantidade.

1 2 3 50

2 4 6 100

Isso ocorre quando multiplicamos ou dividimos numerador e denominador
pelo mesmo nimero nao nulo.

A quantidade ndo muda porque estamos apenas mudando a maneira de
nomear as partes. Por exemplo, se cada metade é dividida novamente em duas
partes iguais, duas metades passam a ser quatro quartos. Por isso,

1 1.2 2

2 2.2 4
Em uma fragao irredutivel, numerador e denominador nao possuem divisor
comum maior que 1. Essa é a forma mais simples de apresentar uma fragio.

Exemplo

Simplificacao
Consiste em dividir numerador e denominador por um divisor comum.

18 3
24 4
pois dividimos ambos por 6.
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Atencao

Nio é permitido simplificar apenas o numerador ou apenas o denominador.

Por exemplo, transformar % em % altera a quantidade. A simplificacdo so6

preserva a fracdo quando a mesma diviséo é feita nos dois termos.

7.4 Operacoes

Adicao e Subtracao

E necessario igualar denominadores.

O motivo é simples: s6 podemos somar partes do mesmo tamanho. Nao
faz sentido somar diretamente “metades” com “ter¢os”; antes, reescrevemos
as duas fracoes usando uma mesma divisdo da unidade.

1+1_3+2_5
2 3 6 6
5 1 5 2 3
4 2 4 4 4

Multiplicacao
Multiplica-se numerador por numerador e denominador por denominador.

2 5 10 5
3 4 12 6

Divisao
Multiplica-se pela inversa da segunda fracao.

A segunda fracdo precisa ser diferente de zero, pois nio existe divisdo por
zero. A inversa de ¢ é 4. a0 multiplica-las, obtemos 1. E por isso que dividir

P

por uma fracdo equivale a multiplicar por sua inversa.
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Erro comum

Em geral,
a c a—+c
b d 7 b+d
Por exemplo, % + % = g, € nao % A regra de somar numeradores e denomina-

dores nio vale para adicao de fragdes.

7.5 Comparacao

Fracoes podem ser comparadas de varias formas.

Mesmo denominador

Maior numerador implica maior fracéo.

7 - 5
8 8
Mesmo numerador

Menor denominador implica maior fracio.

3.3
5 8
Produto cruzado
Para comparar:
c
J— e J—
b d
com b, d > 0, comparamos:
ad e be

A condigao b, d > 0 evita trocar o sentido da desigualdade. No estudo de
fracdes como partes de um todo, os denominadores ja sdo positivos; por isso,
o produto cruzado pode ser usado diretamente.
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Exemplo
Compare:
3 5
—_— e —_—
4 7
Calculamos:
3-7=21, 4-5=20
Como 21 > 20:
3 - bt
4 7

7.6 Razoes

Uma razdo compara duas quantidades por divisao.

~ a
razdoentrea e b = 7

A ordem faz diferenca. A razio meninas:meninos nao é, em geral, igual
a razdo meninos:meninas. Além disso, quando houver unidades, elas preci-
sam ser compativeis: antes de comparar metros e centimetros, por exemplo,
convertemos uma delas para a mesma unidade da outra.

Exemplos

Se em uma turma hi 18 meninas e 12 meninos:
Razao meninas : meninos

18 3
12 2
Ou seja:
3:2
Interpretacao

Para cada 3 meninas, h4 2 meninos.
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Observe também a diferenca entre razao e fracdo do total. Nesse exemplo,

a razdo meninas:meninos € 3 : 2, mas a fracdo da turma formada por meninas
é 18 3
18+12 5"

7.7 Escalas

Escalas representam reducdes ou amplia¢des proporcionais.

Em uma escala 1 : n, cada unidade medida no desenho corresponde a n
unidades na realidade. A conversio sé funciona diretamente se a unidade for
mantida dos dois lados da razio.

Exemplo
Escala:
1: 100000
Significa que:
1 cm no mapa = 100000 cm reais
Como:
100000 cm = 1 km
entdo:
1 cm no mapa = 1 km real

Exemplo Aplicado

Em um mapa, duas cidades distam 4,5 cm. Na escala 1 : 100000, a distancia
real é:

4,5 km

7.8 Proporcoes

Quando duas razdes possuem o mesmo valor, dizemos que elas formam uma
proporcao.
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Em outras palavras, uma propor¢do é uma igualdade entre razoes.

a ¢
- = =, b#0ed##0.
il # 7
Os numeros a e d sdo chamados de extremos, enquanto b e ¢ sao chamados
de meios da proporcio.

Propriedade Fundamental

A principal propriedade das proporcdes afirma que:

% = g < ad = bc.
Ou seja, em toda proporcao, o produto dos extremos ¢é igual ao produto dos
meios.
Essa propriedade ndo é uma regra para decorar sem sentido: ela vem do
fato de que podemos multiplicar os dois lados de ¢ = < por bd, desde que b e
d nédo sejam zero. Assim, os denominadores desaparecem e sobra ad = bc.

Exemplo

. 2 _
Verifique se § =

Calculando os produtos, 2 -9 = 18 e 3 - 6 = 18. Como os resultados sao
2 _ 6

1guais, concluimos que 3= g

6
9

Propriedades das proporcoes

= £, entdo diversas outras igualdades também podem ser obtidas.

Se =@

SylfS]

Propriedade 1

Somando numerador e denominador em cada razio:

a+b c+d
b d
Exemplo
Se%zg,entéo
2+3 649
3 9
ouseja,%z%.
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Propriedade 2

Subtraindo numerador e denominador:

a—b c—d
b d
Exemplo
5
Se s = 14, entdo
5—7 10—-14
T 14
ou seja, _72 = I—f.
Propriedade 3
Invertendo as razdes:
a ¢ b d
b d a ¢
Exemplo
Se % = %, entdo % = %
Propriedade 4
Somando os antecedentes e os consequentes:
a ¢ at+c a
b d " btd b
Exemplo
Se < = 2, entdo Zig Como 15 = % a proporc¢ao permanece valida.

Regra de trés simples

As proporcdes aparecem frequentemente em problemas do cotidiano.

Antes de montar uma regra de trés, vale perguntar: quando uma grandeza
aumenta, a outra também aumenta na mesma razao? Nesse caso, as grandezas
sdo diretamente proporcionais. Quando uma aumenta e a outra diminui na
mesma razio, elas sdo inversamente proporcionais. Essa leitura vem antes
da conta.

Exemplo

Se 4 cadernos custam 28 reais, quanto custam 7 cadernos?

Como o preco é proporcional a quantidade de cadernos, podemos escrever:
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4 28
[

Aplicando a propriedade fundamental, 4z = 7 - 28, ou seja, 4z = 196.
Dividindo por 4, obtemos x = 49.

Portanto, 7 cadernos custam 49 reais.

No exemplo, a conclusdo depende de uma condicdo: todos os cadernos tém
0 mesmo preco. Se houvesse desconto por quantidade ou produtos de precos
diferentes, a proporc¢ao poderia deixar de valer.

Regra de trés composta

Na regra de trés composta, relacionamos trés ou mais grandezas ao mesmo
tempo.

O ponto central continua sendo o mesmo: manter fixo aquilo que néo
mudou. No exemplo abaixo, cada maquina trabalha no mesmo ritmo e todos
os dias tétm a mesma duracido. Sem essas condicdes, ndo podemos afirmar
automaticamente que a producio é proporcional ao ntimero de dias e de
maquinas.

O procedimento consiste em analisar quais grandezas sdo:

« diretamente proporcionais;
« inversamente proporcionais.

Exemplo

Uma fabrica produz 120 pecas em 4 dias utilizando 6 maquinas.

Quantas pecas serdo produzidas em 10 dias utilizando 8 maquinas, man-
tendo o mesmo ritmo de producao?

Solucio

Vamos organizar as grandezas:

Pecas ‘ Dias ‘ Maquinas
120 4 6
x 10 8

A quantidade de pecas é:
« diretamente proporcional ao nimero de dias;

« diretamente proporcional ao nimero de maquinas.
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Portanto,
T

120

=
@_ioo

Simplificando,
T 10

0233
de onde 3z = 1200 e z = 400. Logo, serdo produzidas 400 pecas.

5 4
2 3

7.9 O que observar antes de calcular

Em problemas com frac¢des, razdes ou proporcdes, algumas perguntas evitam
que a conta comece no lugar errado:

1. Identifique o que a fragdo representa: parte de um todo, divisdo ou
comparacao?

2. Confira se as unidades sdo compativeis.
3. Se houver adi¢io ou subtracdo, procure um denominador comum.

4. Se houver uma regra de trés, diga primeiro se a relacdo é direta ou
inversa e quais condi¢des permanecem fixas.

5. Ao final, verifique se o resultado faz sentido no contexto. Uma parte
pode ser maior que uma unidade quando o problema admite mais de
um inteiro, mas nio pode ultrapassar o total que ela deveria representar.
Em um mapa reduzido, a distancia real deve ser maior que a distancia
desenhada.

7.10 Exercicios Resolvidos

Resolvido 1
84

Simplifique ao méaximo 126"
Solucio

Calculamos o MDC de 84 e 126, que é 42. Entao

84 84 +42 2

126 12642 3
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Resolvido 2

18 21
Calcule e simplifique 35 91
Soluciao
Simplificamos cruzado:
18 21 ¥® 21 3 21
T =2
E ainda 21 e 35 tém fator 7:
3 21 3 A
35 4 4

Resolvido 3

Compare g e %
Soluciao
Usamos produto cruzado: 5-3 = 15e 8 -2 = 16. Como 15 < 16, entdo
5 2
s < 3.
8§ >3

Resolvido 4

Uma receita usa % de xicara de agucar para % de xicara de leite. Mantendo a
proporcao, quanto acgucar é necessario para 2 xicaras de leite?

Solucio

A razio acgucar/leite deve permanecer constante:

3y
755
3 2
Calculamos a razao: 5
7 3 3 9
5 g
3 4 2 8
Entao % = 3, e portanto r = 2- % = % = 2%.

Resolvido 5

Em um mapa na escala 1 : 25000, a distancia entre duas cidades é 6,8 cm.
Qual é a distancia real em km?

Soluciao

6,8 cm no mapa corresponde a 6,8 - 25000 = 170000 cm reais. Como
100000 cm = 1 km, temos 170000 cm = 1,7 km.
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Resolvido 6

Uma fabrica produz 240 pecas em 5 dias utilizando 8 maquinas.
Quantas pecas serdo produzidas em 12 dias utilizando 10 maquinas, man-

tendo o mesmo ritmo de producédo?
Solucio
Organizamos as grandezas:
Pecas ‘ Dias ‘ Méquinas
240 5 8
x 12 10

A quantidade de pecas é:

« diretamente proporcional ao numero de dias;
« diretamente proporcional ao nimero de maquinas.
Portanto,
r 12 10 12 5
240 5 8 5 4
de onde x = 240 - 3 = 720. Portanto, serdo produzidas 720 pegas.

3,

7.11 Exercicios Propostos

Fundamentos
2

1. Encontre trés fracdes equivalentes a £

2. Simplifique:
60 84 144
150’ 126’ 180°
3. Calcule e simplifique:

7 . 5
(@ 15+ 15

5_ 3
(b) 5 -5
9 .21
© 7%
5 .10
d) §+5
4. Compare, sem transformar em decimal:
11 7
— e —.
15 10
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5. Em uma sala hi 18 meninas e 12 meninos.

(a) Escreva a razdo meninas:meninos na forma simplificada.

(b) Determine a fracdo da turma formada por meninas.

Aplicacao
6. Resolva: . 3
12 4
7. Resolva: -
Ty

8. Uma receita utiliza % de xicara de dleo para % de xicara de leite.

Quanto 6leo sera necessario para b xicaras de leite?

9. Em uma escala 1 : 20000, uma rua mede 6,4 cm no mapa.

Qual ¢ a distancia real em metros?

10. Um carro percorre 180 km com 15 litros.

Quantos quilometros percorrera com 22 litros?

11. Uma fabrica produz 240 pecas em 5 dias utilizando 8 maquinas.

Quantas pegas serdo produzidas em 12 dias utilizando 10 méaquinas?

Dominio
12. Divida 120 em duas partes diretamente proporcionais a 3 e 5.
13. Divida 84 em duas partes na razdo 3 : 4.

14. Determine uma fracéo irredutivel § tal que:
5 a 2

- < - < -
8 b 3

15. Em uma turma, a razio entre aprovados e reprovados é 7 : 3.

Sabendo que existem 40 alunos, determine quantos foram aprovados.

16. Um reservatorio é abastecido por 4 bombas em 15 horas.

Em quanto tempo 10 bombas iguais abastecerdo o mesmo reservatoério?
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Coroacao

17. Um produto sofreu aumento de % e depois desconto de %.

O prego final ficou maior, menor ou igual ao inicial? Justifique.

18. A soma de dois ntimeros ¢é 96.

Sabendo que estdo na razdo 5 : 7, determine esses numeros.

19. Trés numeros estdo narazdo 2 : 3 : 5.

Sabendo que a soma ¢é 200, determine os nimeros.

20. Em um mapa, duas cidades estdo separadas por 8,5 cm.
Na realidade, a distancia entre elas é 170 km.

Determine a escala do mapa.

7.12 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

fracdes equivalentes;
» operacoes;

« comparacao;

* razoes;

» escalas;

» proporgoes.
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CAPITULO 8

Porcentagem e Juros

Motivacao 8.1

Em situacdes do cotidiano, frequentemente precisamos comparar au-
mentos, descontos e variagdes de valores. A porcentagem surge como
uma forma padronizada de representar partes de um todo, facilitando
comparacdes em precos, estatisticas, impostos e pesquisas.

Quando essas variagdes acontecem ao longo do tempo, entram os con-
ceitos de juros e crescimento financeiro. Nesses casos, os valores ndo
mudam apenas por soma, mas principalmente por multiplicacdo suces-
siva, tornando os fatores percentuais fundamentais para compreender
investimentos, financiamentos e inflagéo.

Contexto historico 8.1

O uso de porcentagens se desenvolveu junto ao comércio e a necessidade
de padronizar calculos envolvendo taxas e proporg¢des. A ideia de traba-
lhar “por cento” simplificou negociacdes, tributos e analises econdmicas
em diferentes culturas.

Ja os juros acompanham a humanidade desde as civiliza¢des antigas, es-
pecialmente em empréstimos agricolas e comerciais. Com o avanc¢o da
algebra e da matematica financeira, tornou-se possivel modelar cresci-
mentos e descontos por meio de formulas gerais.

Atualmente, porcentagens e juros aparecem em praticamente todas as
areas ligadas a financas, economia e analise de dados, sendo ferramentas
essenciais para interpretar variacoes e tomar decisdes quantitativas.
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8.1 Introducao

Porcentagens aparecem em promogdes, investimentos, inflacao, impostos,
pesquisas, estatisticas e crescimento populacional. Saber interpretar taxas
percentuais evita erros comuns e permite tomar decisdes mais inteligentes.

A palavra “porcentagem” significa literalmente “por cento”, isto é, por cada
100 partes. Mas, em matematica financeira, o mais importante é pensar em
fatores multiplicativos: um aumento de p% transforma um valor V' em
V (1 + p/100).

Neste capitulo estudaremos porcentagem direta e reversa, variagcdes su-
cessivas (aumentos e descontos), juros simples e juros compostos. Também
vamos discutir taxas equivalentes (mensal/anual) e a ideia de taxa efetiva,
que € o que realmente acontece quando as porcentagens se acumulam.

8.2 Fator multiplicativo e variacao percentual

Se um valor inicial é V' e ocorre uma variacio de p%:
« aumentode p%: V=V (1 + 1%);
o descontode p%: V —V (1 — 1%0).

Essa forma é a mais segura para lidar com varia¢des sucessivas: em vez de
“somar porcentagens”, multiplicamos fatores.

Exemplos

« Aumento de 15% em 200: 200 - 1,15 = 230.

« Aumentar 20% e depois descontar 20% néo volta ao original, pois 1,20
0,80 = 0,96.

« Para voltar ao prego original apds um desconto de 30%, nio basta

1
aumentar 30%: é preciso multiplicar por 070’ isto é, um aumento de

aproximadamente 42,86%.

8.3 Porcentagem Direta

Calcular uma porcentagem de um valor significa multiplicar esse valor pela
taxa correspondente.
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Exemplos

20
0% 100 0,20 e 35% = 0,35

Exemplo

Calcule 15% de 200: 0,15 - 200 = 30. Logo, 15% de 200 é 30.

Outro exemplo

8% de 750 é 0,08 - 750 = 60.

8.4 Porcentagem Reversa
Aqui conhecemos o valor final e desejamos descobrir o valor original.

Exemplo

Apbs aumento de 20%, um produto passou a custar R$ 240. Se x era o preco
inicial, entdo 1,20z = 240 e, portanto, x = 200.

Exemplo

Apos desconto de 25%, um produto passou a custar R$ 150. Assim, 0,75z =
150 e z = 200.

8.5 Acréscimos Sucessivos
Aumentos consecutivos ndo se somam diretamente. Eles se multiplicam.

Exemplo

Um prego sofre aumento de 10% e depois de 20%. O fator total é 1,10- 1,20 =
1,32. Logo, o aumento total foi de 32% (e nao 30%).

Outro exemplo

Aumento de 50% seguido de aumento de 10%: 1,50 - 1,10 = 1,65. Aumento
total: 65%.
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8.6 Descontos

Descontos funcionam multiplicando pelo fator restante.

Exemplo

Desconto de 30%: resta 70%, isto é, multiplicamos por 0,70. Se o produto
custa 500, entdo 500 - 0,70 = 350.

Descontos Sucessivos

Descontos de 20% e depois 10%: fator total 0,80 - 0,90 = 0,72. Logo, o
desconto equivalente é 1 — 0,72 = 0,28, isto é, 28%.

8.7 Juros Simples

Nos juros simples, os juros incidem sempre sobre o capital inicial.
Isso significa que o valor acrescentado em cada periodo permanece cons-
tante.

Formula

Os juros simples sdo calculados por:
J=C-i-t,

onde:

« J =juros;

C = capital inicial;

1 = taxa de juros;

t = tempo.
O montante total é dado por:
M=C+J

Substituindo a expressio dos juros em M = C'+ J, obtemos M = C' + C'it
e, colocando C em evidéncia,

M = C(1+it).
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Exemplo

Um capital de 1000 reais é aplicado a 2% ao més durante 5 meses. Assim,
C = 1000,7 = 0,02et = 5, entdo J = 1000 -0,02-5 = 100 e M =
1000 + 100 = 1100.

Relacao com funcao linear

Observe que, nos juros simples, M/ = C' + C'it. Fixando o capital C' e a taxa 1,
obtemos a fung¢éo M(t) = C + Clit.

Essa expressdo tem a forma f(z) = ax + b, isto é, representa uma funcio
linear (ou afim). No exemplo anterior, M (t) = 1000 + 20¢, entdo o montante
cresce 20 reais por més.

Interpretacio grafica

No exemplo anterior, a fun¢do do montante é M (¢) = 1000 + 20¢.
Isso representa uma reta crescente, pois o montante aumenta 20 reais a
cada més.

Montante (R$)

A

M (t) = 1000 + 20t
11004 ------- - -

1080 +
1060 +
1040 +

1020 +

: | : | ‘ s Tempo (meses
1 2 3 4 5 P ( )

1000
0
No grafico:

« o valor inicial 1000 corresponde ao instante ¢ = 0;

« a cada més, o montante aumenta exatamente 20 reais;
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« por isso, os pontos do grafico crescem de maneira uniforme;

« 0 comportamento linear produz uma reta.

8.8 Juros Compostos

Nos juros compostos, os juros de cada periodo sido incorporados ao capital
anterior.

Isso significa que, a cada etapa, os juros passam a render novos juros.

Diferentemente dos juros simples, o crescimento deixa de ser constante e
passa a acelerar ao longo do tempo.

Esse é o regime utilizado na maior parte dos investimentos, financiamentos
e aplicagdes bancarias.

Formula

O montante nos juros compostos é dado por:
M =C(1+1),

onde:

o M = montante;

C' = capital inicial;

1 = taxa de juros;

t = tempo.

Exemplo

Um capital de 1000 reais é aplicado a 10% ao periodo durante 3 periodos.
Assim, C' = 1000, 7 = 0,10 e t = 3, entdo

M = 1000(1 + 0,10)* = 1000(1,1)* = 1000 - 1,331 = 1331.

Relacio com funcio exponencial

Observe a expressdo M (t) = 1000(1,1)". A variavel ¢ aparece no expoente.
Isso caracteriza uma funcao exponencial.
Enquanto nos juros simples o crescimento ocorre de maneira constante,
nos juros compostos o aumento se torna cada vez maior.
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Interpretacio grafica

No exemplo anterior, a fun¢do do montante é M (¢) = 1000(1,1)".

1,610 -
1,464
&+
&
2 1,331
=
8
§ 1,210 |
=
1,100 -
1,000 -4
T T T T T T T
0 1 2 3 4 5
Tempo (periodos)
No grafico:

« o valor inicial é 1000;
+ 0 crescimento aumenta a cada periodo;

os intervalos verticais deixam de ser constantes;

« a curva se torna cada vez mais inclinada;

« esse comportamento caracteriza uma funcao exponencial.

8.9 Crescimento Percentual

Muitos fendmenos do cotidiano apresentam crescimento percentual sucessivo,
como:

« populacao;
« inflacdo;
» investimentos;

« vendas;
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« audiéncia;
« crescimento de empresas.

Em situacdes assim, o crescimento costuma seguir um modelo exponencial.

Exemplo

Uma cidade possui populagio inicial de 50000 habitantes e cresce 4% ao ano.
Apbs 2 anos, a populacido sera

50000(1,04)% = 50000 - 1,0816 = 54080.

Portanto, apods dois anos, a cidade tera 54080 habitantes.

Modelo exponencial

De maneira geral, um crescimento percentual pode ser modelado por:
P(t) = Po(1 + 1),
onde:
« Iy representa o valor inicial;
7 representa a taxa de crescimento;
« t representa o tempo.

Esse modelo aparece em diversas areas da matematica, economia, biologia
e fisica.

8.10 Exercicios Resolvidos

Resolvido 1

Um produto custa R$ 250. Ele sofre desconto de 12% e, depois, desconto
adicional de 8%.

1. Qual é o preco final?

2. Qual foi o desconto total em porcentagem?
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Solucio
O fator do primeiro desconto é 0,88 e o do segundo é 0,92. Entéo:

Ve =250-0,88-0,92 = 250 - 0,8096 = 202,40.

O fator total foi 0,8096, entdo o desconto total é 1 — 0,8096 = 0,1904, isto é,
19,04%.

Resolvido 2
Ap6s um aumento de 20%, o prego passou a ser R$ 240. Qual era o prego
inicial?

Solucio

Se x é o preco inicial, entdo 1,20z = 240, logo:

Resolvido 3

Uma loja anuncia: “Desconto de 30% e, no caixa, mais 10%”. Isso equivale a
um unico desconto de quantos por cento?

Soluciao

Fator total: 0,70 - 0,90 = 0,63. Logo, o desconto unico equivalente é
1—0,63 = 0,37, isto ¢, 37%.

Resolvido 4

Um capital de R$ 2000 rende juros simples de 3% ao més durante 4 meses.
Calcule juros e montante.
Soluciao

J =2000-0,03 -4 = 240, M = C + J = 2240.

Resolvido 5

Um capital de R$ 5000 é aplicado a 5% ao més, em juros compostos, por 2
meses. Calcule o montante.
Soluciao

M = 5000(1,05)* = 5000 - 1,1025 = 5512,50.
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Resolvido 6

Qual é a taxa mensal ¢ que transforma R$ 1000 em R$ 1210 em 2 meses, em
juros compostos?
Solucao

1000(1 +4)* = 1210

(1414)*=1,21
1+i=+/121=1,1
i=0,1=10%.

8.11 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Calcule:

(a) 12% de 400
(b) 35% de 800
(c) 7% de 1500

2. Apds aumento de 25%, um produto custa 500. Qual era o preco inicial?

3. Ap6s desconto de 10%, um item custa 270. Qual era o valor inicial?
Aplicacao

4. Dois aumentos sucessivos de 10%. Qual aumento total?

5. Dois descontos sucessivos de 20%. Qual desconto total?

6. Um capital de 3000 rende juros simples de 4% ao més por 6 meses.
Determine o montante.

7. Um prego sofreu desconto de 30% e depois aumento de 30%. Qual foi a
variagdo total?
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Dominio
8. Calcule o montante em juros compostos: C' = 4000, i = 8%, t = 3.
9. Uma populacdo de 80000 cresce 3% ao ano. Qual sera apds 5 anos?

10. Um prego sofre aumento de 30% e depois desconto de 10%. Qual a
variacdo total?

11. Uma aplicacdo rende 2% ao més. Encontre a taxa anual efetiva aproxi-

mada (isto é, o crescimento em 12 meses).

Coroacao

12. Uma mercadoria é vendida com lucro de 25% sobre o custo. Qual é a
porcentagem de lucro sobre o preco de venda?

13. Um valor sofre trés variacdes sucessivas: +10%, depois —20%, e depois
+5%. Qual é a variacdo total?

14. Qual taxa mensal ¢ faz uma aplicacdo dobrar de valor em 18 meses (juros
compostos)? Deixe a resposta em forma de expressdo envolvendo raiz.

8.12 Resumo do Capitulo
Neste capitulo estudamos:

« porcentagem direta e reversa;
« acréscimos sucessivos;

« descontos;

juros simples;

juros compostos;

crescimento percentual.

Entender porcentagens e juros é essencial para matematica financeira e
para decisdes inteligentes no cotidiano.
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CAPITULO 9

Exercicios da Parte II: Aritmética
e Numeros

Na aritmética, quase sempre é possivel conferir se uma resposta faz sentido.
Uma fracdo pode ser estimada, um resto pode ser testado e uma porcentagem
pode ser comparada ao valor inicial. Use essas verificagdes: elas revelam erros
antes que se escondam nas contas seguintes.

9.1 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Efetue:

(a) 23-25;

37

(b) 30
() (5%)%
(d) 1072

20. 4
©
2. Escreva em notacéo cientifica: (a) 0,00056; (b) 7900 000; (c) 3,2 x 10°

em forma decimal.

3. Calcule o MDC e 0 MMC de 84 e 126.
4. Escreva a fatorac¢do em primos de: (a) 360; (b) 462.

5. Determine se 2310 é divisivel por 2, 3, 5,9 e 11.
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6. Calcule: (a) 35% de 240; (b) 12% de 750.

7. Converta: (a) 0,375 em fracéo; (b) 2—70 em decimal.

Aplicacao

8. Um produto que custava R$ 80 recebeu desconto de 15%. Qual é o preco
final?

9. Um produto de R$ 120 teve aumento de 20% e, depois, desconto de 20%
sobre o novo preco. O preco final volta a ser R$ 1207 Justifique.

10. Uma popula¢do aumenta 2% ao ano. Se hoje é 50 mil, qual sera aproxi-
madamente ap6s 3 anos?

5
11. Uma caixa tem 24 lampadas. 3 delas sdo LED. Quantas lampadas LED

hé na caixa?

12. Uma receita pede 300 g de farinha para 12 cookies. Quantos gramas de
farinha sdo necessarios para 20 cookies, mantendo a propor¢ao?

13. (Com desenho) Um relégio marca 3h. Qual é o angulo entre os ponteiros?

14. Um tanque tem 40 L de 4gua. Retira-se 15% e depois adiciona-se 6 L.
Quantos litros ficam no tanque?

Dominio

15. Um numero n deixa resto 3 na divisdo por 7. Escreva n na forma n =
7q + r e determine 7.
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16. Determine o menor nimero natural que é multiplo de 12 e 18 a0 mesmo
tempo.

17. Determine o menor numero natural maior que 1 que, ao ser dividido
por 6 e por 8, deixa resto 1 em ambos os casos.

18. Uma fracdo positiva e propria, na forma irredutivel, tem denominador
45. Quantas possibilidades existem para o numerador?
Coroacao

19. (Desafio) Um capital de R$ 1000 é aplicado a juros compostos de 1% ao
més. Escreva uma expressao para o montante apos n meses.

20. (Desafio) Encontre todos os n € N tais que 2" termine com o algarismo
6.

21. (Desafio) Um namero tem 3 algarismos. Ao inverter os algarismos,
obtém-se um nimero 198 maior. Determine o nimero, sabendo que a
soma dos algarismos é 12.
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PARTE III « EXPRESSOES E
ALGEBRA
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CariTULO 10

Poténcias e Radicais

Motivacio 10.1

Em muitos problemas matematicos surgem multiplicacdes repetidas: do-
brar quantidades, calcular areas, estudar crescimento populacional ou
representar grandezas extremamente grandes ou pequenas. As potén-
cias aparecem como uma forma compacta e eficiente de organizar essas
repeticoes.

Ja os radicais surgem quando fazemos o caminho inverso. Em vez de
calcular o resultado de uma poténcia, buscamos descobrir qual ntimero
produz determinado valor quando elevado a certa poténcia.

Essas ideias aparecem em geometria, algebra, fisica, quimica, computacéo
e em diversos modelos matematicos ligados a crescimento, escalas e
proporgoes.

Contexto historico 10.1

A notagao de poténcia foi desenvolvida gradualmente para simplificar
multiplicacdes sucessivas. Com o avango da algebra, percebeu-se que essa
escrita revelava padrdes importantes e permitia formular propriedades
gerais para calculos e transformacdes.

Os radicais ganharam destaque principalmente na geometria grega. Ao
estudar quadrados e tridangulos, os matematicos descobriram comprimen-
tos que nao podiam ser escritos como fracdes, como a diagonal de um
quadrado de lado 1. Essa descoberta levou ao reconhecimento dos nime-
ros irracionais e ampliou profundamente a compreensao dos numeros
reais.

Hoje, poténcias e radicais sdo ferramentas fundamentais em praticamente
toda a matematica.




10. PoTENcias E RaDpIcAIS

10.1 Introducao

Poténcias aparecem naturalmente quando repetimos multiplicacdes com o
mesmo fator.

Por exemplo, 2° representa 2 -2 -2 -2 - 2.

Além de simplificar a escrita, essa notagao revela regularidades importan-
tes. Ao manipular poténcias, percebemos padrdes que permitem transformar
calculos extensos em expressdes muito mais simples.

Os radicais representam a operacio inversa. Por exemplo, v/25 = 5 pois
52 = 25; da mesma forma, /27 = 3 porque 33 = 27.

Neste capitulo estudaremos as propriedades fundamentais das poténcias, os
significados dos expoentes negativos e fracionarios, a relacdo entre poténcias
e radicais, técnicas de simplificacio e processos de racionalizacio.

10.2 Poténcias e propriedades
Paraa € Ren € N, definimos

an:a.a.....aj.
—_——

n fatores

Por exemplo, 31=3.3.3.3=281.
Ao trabalhar com poténcias, certas regularidades aparecem naturalmente.

Produto de poténcias de mesma base

De fato,
2.2t =(2.2.2)-(2-2-2-2)
=27,
Como os fatores possuem a mesma base, basta contar quantas vezes ela

aparece.

Quociente de poténcias de mesma base
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Por exemplo,

Os fatores iguais se cancelam naturalmente.

Poténcia de poténcia

Por exemplo,
(3%)* =3%.3%.32.32 = 3%

Poténcia de um produto
(ab)™ = a"b".
Por exemplo, (2 - 5)% = 23 - 53,

Poténcia de um quociente

2 2
Por exemplo, (%) = % = %.

Expoente zero

Para a # 0, definimos a° = 1.
. ~ ~ . . n p—
Essa definicdo preserva os padrdes anteriores, pois & = a" " = a’. Mas
n
o =1le,logo,a” = 1.

Observacao

As propriedades das poténcias funcionam naturalmente em multiplicacdes e
divisdes. Entretanto, elas ndo podem ser aplicadas diretamente em somas.

Por exemplo, (a+b)? # a®+b?: basta observar que (1+ 1) = 4, enquanto
12+12 =2
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10.3 Expoentes negativos

Paraa # 0 e n € N, definimos

Essa definicdo mantém coerentes as propriedades anteriores. Por exemplo,

a?-a?=ad"=1.

Assim, a2 = L.
a

Exemplos

1 1
273 = — = 1 1072 =0,01.

23 ~ 100

Notacao cientifica
Escrever um ntimero em notaco cientifica significa coloca-lo na forma a - 10,
ondel <a<1l0ek e Z.

Por exemplo, 0,00045 = 4,5 - 10~* e 7200000 = 7,2 - 10°.

10.4 Expoentes fracionarios

A escrita
a% = am = (Yay"

permite interpretar radicais como poténcias e mantém validas as propriedades
anteriores.

Exemplos
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Bases negativas

Quando o indice da raiz é impar, valores negativos podem aparecer natural-
mente.

Por exemplo, (—8)3 = /—8 = —2.

Ja raizes de indice par ndo possuem resultado real para radicandos negati-
vos.

Misturando expoentes

.1 11
325_323_(532)2_4

10.5 Radicais e simplificacao

Os radicais representam operagdes inversas das poténcias.
Por exemplo, /36 = 6 porque 6> = 36.

Uma interpretacao geométrica

A raiz quadrada também possui uma interpretacdo geométrica simples.
Considere um quadrado de area 25.
Qual deve ser a medida de seu lado?
Como 52 = 25, 0 lado mede /25 = 5.

Assim, a raiz quadrada pode ser interpretada como o comprimento do lado
de um quadrado de area conhecida.

Nem sempre esse comprimento ¢ inteiro. Em alguns casos, surgem niimeros
como /2, que nio podem ser escritos como fracdes entre inteiros.
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Propriedades

Paraa,b > 0en € N, temos:
Vab = /a/b,

- = b>0.

Simplificacao de radicais

A simplificacao consiste em retirar do radical fatores que formam poténcias

perfeitas.
Por exemplo, 72 = 23.32=922.2.32

Logo,
VT2 =122.32.2=2.3V2 =6V2.
Da mesma forma, 54 = 2 - 33 e, assim, v/54 = 3v/2.

Cuidado importante
Para numeros reais, V2 = |z|.

Por exemplo, 1/(—5)%? = /25 = 5.
A raiz quadrada principal é sempre ndo negativa.

10.6 Racionalizacao

Racionalizar significa eliminar radicais do denominador.

Denominador com uma raiz

1 1 ﬁ

ViV VB

V5
-

Denominador com duas parcelas

Quando o denominador possui duas parcelas envolvendo raiz, multiplicamos
pela expressdo semelhante com sinal trocado. Por exemplo:

1 .2—\/3
243 2-3
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=2-/3.

1
No denominador, (24+/3)(2—+/3) = 4—3 = 1, e assim
2+V3)2-V3) Y

Outro exemplo

1L V5+v2 VE+V2
VE-v2 VE+v2 3]

10.7 Exercicios Resolvidos

Resolvido 1

7. 2—3
Simplifique
Solucao
2773 )

Resolvido 2

-2 .
Escreva (g) sem expoente negativo.

Solucio

Resolvido 3

Calcule 811,
Solucao
Como 81 = 3%, temos 817 = 33 = 27.

Resolvido 4
Simplifique v/200 — v/50.

Solucao

Como /200 = 10v/2 e /50 = 5v/2, temos v/200 — v/50 = 5/2.
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Resolvido 5

5
Racionalize —.

V3
Solucio
5 V3_5V3
V3 V33

10.8 Exercicios Propostos

Fundamentos
1. Calcule:
(a) 2°-23
76
0) 5
© (5°)°
2. Simplifique:
(a) 1073
2\ !
b (2
(b (5)
(c) 372.3°

3. Calcule:

Aplicacao
4. Simplifique:

5. Simplifique:
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6. Racionalize:

1 3
VT 2445
Dominio
7. Mostre que:
m P m+p
an -an =a n , a>0
Depois calcule:
97 . 92
8. Simplifique:
V75
— + V12
3
9. Racionalize:
V2
B2
Coroacao
10. Encontre x tal que:
1
8 =—.
16

11. Simplifique completamente:
V18 V50
V8 V2 |

1
:\/a+\/[;, a>b>0.
va—+b a—>b

12. Mostre que:

10.9 Resumo do Capitulo
Neste capitulo estudamos:
« propriedades das poténcias;
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» expoentes negativos;

« expoentes fracionarios;

o radicais;

« simplificacdo de radicais;
« racionalizagdo.

Poténcias e radicais aparecem em diversos problemas matematicos ligados
a crescimento, medidas, escalas e transformacdes algébricas.
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CariTULO 11

Produtos Notaveis e Fatoraciao

Motivacao 11.1

A medida que a 4lgebra evolui, as expressdes se tornam maiores e mais
complexas. Expandir produtos repetidamente pode gerar muitos termos,
tornando os calculos longos e dificeis de organizar. Os produtos notaveis
surgem justamente para reconhecer padrdes frequentes e simplificar essas
manipulagoes.

Ja a fatoracao faz o processo inverso: em vez de expandir expressoes,
buscamos decomo-las em fatores mais simples. Isso é fundamental para
resolver equacdes, identificar raizes e compreender melhor a estrutura
dos polindmios.

Contexto historico 11.1

Desde os primeiros estudos algébricos, matematicos perceberam que cer-
tas expansoes apareciam repetidamente. Expressoes como o quadrado da
soma ou a diferenca de quadrados passaram a ser tratadas como padrdes
gerais, facilitando calculos e demonstracdes.

Com o avancgo da algebra simbodlica, a fatoracdo ganhou importancia
porque permitia transformar expressdes complexas em produtos mais
simples. Essa ideia se mostrou especialmente util na resolucdo de equa-
¢oes polinomiais.

Ao longo do tempo, produtos notaveis e fatoracdo tornaram-se ferramen-
tas centrais da algebra, aparecendo em praticamente todos os niveis da
matematica e em aplicacdes envolvendo modelagem, fisica e engenharia.
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11.1 Introducao

Ao expandir multiplica¢des algébricas repetidamente, certos padroes aparecem
com tanta frequéncia que vale a pena memoriza-los. Em vez de desenvolver
cada produto termo a termo todas as vezes, podemos reconhecer a estrutura e
escrever o resultado de forma mais rapida e organizada.

Um padrao que aparece o tempo todo

Quando vemos o quadrado de um binoémio,
(a+0b)%
estamos, na verdade, multiplicando o binémio por ele mesmo:
(a+0b)* = (a+b)(a+b).
Fazendo a distributiva (passo a passo):

(a+b)(a+b)=ala+b)+bla+b)
=a® + ab+ ab + v?
= a? + 2ab + V%

Expressdes como essa aparecem tantas vezes que recebem formulas pro-
prias: sdo os produtos notaveis.

O ponto principal ndo é decorar uma sequéncia de simbolos, mas enxergar
de onde vém os termos. No quadrado de um binémio, aparecem os quadrados
das duas parcelas e duas vezes o produto entre elas. Essa leitura ajuda a
reconstruir a formula quando a memoria falhar.

A ideia inversa: fatorar

A fatoracao faz o caminho de volta. Em vez de expandir, tentamos reconhecer
qual paréntese gerou a expressdo. Por exemplo,

a® 4 2ab + b* = (a + b)2.
Em resumo:
« Expandir transforma produto em soma (desenvolver parénteses).

« Fatorar transforma soma em produto (colocar parénteses de volta).
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Produtos notaveis e fatoragao aparecem o tempo todo na simplificacdo de
expressoes, na resolucdo de equacdes e em fragdes algébricas. Ao longo deste
capitulo, vamos treinar exatamente isso: reconhecer padroes e escolher a
técnica de fatoracdo mais adequada em cada caso.

Tabela de reconhecimento

O que vocé vé Padrao provavel Acio

Todos os termos tém | Fator comum Colocar em evidéncia
um fator em comum

Dois termos com si-| Diferenca de quadrados | (a — b)(a + b)

nal “—” a? — b?

Trés termos; 1* e 3* | TQP a? & 2ab + b? (a +£b)?

sdo quadrados

Trinémio com 22 (co- | 22 + bz + ¢ acharm,ncomm+n = b
eficiente 1) emn=c

Trindémio com az? | ax® + bx + ¢ quebrar bz e agrupar

(@ #1)

Quatro termos Agrupamento formar 2 pares com o

mesmo bindmio

Quatro modelos recorrentes
« Modelo A (simplificar):

?—16  (z—4)(z+4)
r—4 r—4

=x+4, (x#4).
« Modelo B (resolver):
2 -9=0 <= (z—-3)(r+3)=0 < r=30ouz=—3.
« Modelo C (em duas etapas):
62° — 24 = 6(2* — 4) = 6(x — 2)(z + 2).

« Modelo D (agrupamento):
2 — 2 tdr — 4= (27 — %) + (4o — 4)
=2*(r —1)+4(z - 1)
= (v —1)(2* +4).
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11.2 Produtos notaveis

Os produtos notaveis abaixo sdo os mais usados porque aparecem como pa-
droes tanto na expansao quanto na fatoracao.
1) Quadrado da soma e quadrado da diferenca

(a+b)*> =a® + 2ab + b, (a —b)* = a* — 2ab + b*.

Exemplos
(x+3)*=2"+6x+09.
(5 — 2)* = 252 — 20z + 4.

2) Produto da soma pela diferenca (diferenca de quadrados)

(a+b)(a—b) =a®— b

Exemplos
(22 4 5)(27 — 5) = 42* — 25.
(3a+1)(3a —1) =9a* — 1.

3) Soma e diferenca de cubos
Além dos cubos dos binémios, ha duas fatoracdes importantes:

a®+b* = (a+b)(a® — ab+ b?),

a® — b = (a —b)(a® + ab + b?).

Os sinais do segundo fator merecem atenc¢éo: na soma de cubos, o termo
do meio é negativo; na diferenca de cubos, ele é positivo.
Exemplos
2} +8 =10 +2° = (v +2)(2* — 22 + 4),

27y — 1= (3y)* — 13 = 3y — (9> + 3y + 1).
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4) Cubo da soma e cubo da diferenca

(a+b)* = a® + 3ab + 3ab® + b*, (a —b)* = a® — 3a®b + 3ab® — b°.

Exemplos
(x+2)% =2 + 62 + 122 + 8.

(2y —1)% = 8y® — 129° + 6y — 1.

5) Produto de binémios com termo comum

Quando ha um termo repetido (0 mesmo “come¢o”), é util pensar em fator
comum:

(a+b)(a+c)=a®>+a(b+c)+ be.
Exemplos
(x+4)(x—3)=a+2—12.
(27 4+ 1)(27 + 5) = 42® + 122 + 5.

6) Quadrado do trinéomio

(a+b+c)*=a*+b*+c* + 2ab + 2ac + 2bc.

Exemplo

(x+y+1)? =2 +y*+ 1+ 20y + 22 + 2.

Atencao: erros comuns

- Nao vale (a + b)? = a? 4 b? (falta o termo 2ab).

« No quadrado da diferenca, o sinal “—” aparece s6 no termo do meio:
a® — 2ab + b?.

« Em (a — b)3, os sinais néo alternam “sozinho”: o termo do meio tem
—3a?b e o seguinte tem +3ab?.

112



11. PRoDUTOS NOTAVEIS E FATORACAO

11.3 Fatoracao por reconhecimento

Nesta secdo, a ideia é fazer o caminho de volta: olhar para a expressao e decidir
qual paréntese gera aqueles termos.
1) Fator comum (colocar em evidéncia)

E a primeira tentativa em praticamente todo exercicio.
Fatorar completamente significa continuar enquanto ainda houver uma
fatoracdo possivel. Por exemplo,

20 — 81 = 2x(2* — 4) = 22(x — 2)(x + 2).
Parar em 2z(2% — 4) ainda ndo é uma fatoraciio completa, pois 22 — 4 também
pode ser fatorado.

Exemplos

62 + 92 = 3x(2z + 3).
12a*b — 8ab® = 4ab(3a — 2b).

2) Diferenca de quadrados
a® —b* = (a —b)(a + ).

Exemplos
? —81 = (x—9)(z+9).
9y* — 25 = (3y — 5)(3y + 5).

3) Trinomio quadrado perfeito (TQP)
a® £ 2ab+b* = (a £ b)*.

Como reconhecer?

« O 1% e 0 3° termos sdo quadrados perfeitos.

+ O termo do meio é 2 vezes o produto das raizes.
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Exemplos

2% 4+ 10z + 25 = (v + 5)°.
4y — 12y +9 = (2y — 3)*

Atencao: quando parece TQP, mas nao é

Por exemplo, 22 + 8z + 16 é TQP, mas 2% + 8z + 15 nio é.

Nos dois casos, o primeiro termo é 2% e o termo do meio é 8z. A diferenca
est4 no tltimo termo: para formar (z+4)?, ele precisa ser 4> = 16. Reconhecer
os trés termos a0 mesmo tempo evita fatorar por um padrao apenas parecido.

11.4 Trinoémios do 2? grau

Caso 1: 2° + bx + c (soma e produto)
Se o coeficiente do 22 é 1, tentamos:
2* +br +c= (v +m)(z+n),

comm-+n=bemn=-c.

Exemplos

2+ T +12 = (v + 3)(x + 4).
-2 —6=(r—3)(z+2).

Erro comum

Quando ¢ > 0, m e n tém o mesmo sinal; quando ¢ < 0, tém sinais opostos.

Caso 2: az? + bx + ¢ (quebra do termo do meio)

1. Calcular ac.
2. Encontrar p e g tais que pg = acep+ q = D.
3. Reescrever bx como px + qzx.

4. Fatorar por agrupamento.
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Exemplo

Fatore 222 + 7z + 3.
Como ac = 6, buscamos pe g compqg =6ep+ g = 7. Serve 1 e 6:

22% + Tx + 3 = 22° + = + 62 + 3.
Agrupando:
(222 +2) + (6 +3) =222+ 1)+ 3122+ 1) = (22 + 1)(z + 3).

11.5 Fatoracao por agrupamento

Agrupar ¢é fabricar um fator comum em duas partes. A meta é: o mesmo
bin6émio aparece duas vezes.

Modelo
ar 4+ ay +bxr + by = a(x +y) + b(z +y) = (a + b)(z + y).

Técnica passo a passo

1. Separe em dois grupos (geralmente 2 e 2 termos).
2. Fatore o maximo possivel em cada grupo.
3. Se aparecer o mesmo binémio, coloque-o em evidéncia.

4. Se ndo aparecer, mude o agrupamento (as vezes so trocar a ordem
resolve).

Exemplos guiados
Exemplo 1. Fatore 2® + 322 + 22 + 6.
(2% 4+ 32%) + (22 4+ 6) = 2°(z + 3) + 2(x + 3) = (z + 3)(z* + 2).
Exemplo 2. Fatore 4a®> — 2ab + 6a — 3b.
(4a* — 2ab) + (6a — 3b) = 2a(2a — b) + 3(2a — b) = (2a — b)(2a + 3).
Exemplo 3 (troca de ordem). Fatore 522 — 10z + 3x — 6.
(522 — 10z) + (3z — 6) = ba(x — 2) + 3(x — 2) = (v — 2)(5z + 3).
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11.6 Fatoracao e fracdes algébricas

Em uma fracdo algébrica, s6 podemos cancelar fatores, nunca termos ligados
por adicdo ou subtragio. Por exemplo,

332—9: (x —3)(x +3)

r—3 r—3 =z+3 T3

A restri¢do x # 3 permanece mesmo depois da simplificacdo, pois a expres-
sdo original ndo estava definida em z = 3. Ja em

r+3

)

T

ndo podemos “cortar o 27, porque x + 3 ndo é um produto que tenha x como
fator.
Outra aplicacdo decisiva aparece nas equagdes: se AB = 0, entdo A = 0
ou B = 0. Assim,
(x=2)(z+5)=0

levaa x = 2 oux = —5. Essa propriedade do produto nulo é o elo entre
fatoracgao e resolucdo de equacgdes.

O que fazer quando a fatoracio nao sai de primeira?

« Verifique se ha fator comum em todos os termos.
« Se houver quatro termos, tente agrupar em dois pares.
« Se nio funcionar, reordene os termos e teste outro agrupamento.

+ A meta é obter 0 mesmo binémio como fator em ambos os grupos.

11.7 Exercicios Resolvidos

Resolvido 1

Expanda:
(22 — 5)%

Solucio

(22 — 5)* = (22)* — 2+ (22) - 5+ 5% = 42 — 20z + 25.
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Resolvido 2

Fatore completamente:
12a*b — 8ab”.

Soluciao
12a*b — 8ab® = 4ab(3a — 2b).

Resolvido 3

Fatore:
922 — 1.
Solucio
922 — 1= (3z)* — 1 = (32 — 1)(3z + 1).
Resolvido 4
Fatore:
2% + 122 + 36.
Solucio

Como 36 = 6% e 122 = 2 - x - 6, entdo:
2% + 122 + 36 = (z + 6)%.

Resolvido 5

Fatore:
x? — 5z + 6.
Solucio
Buscamos mencomm+n = —5emn = 6. Serve —2 e —3:

2> — 5z +6 = (z — 2)(z — 3).

Resolvido 6

Fatore:
3z% + 11z + 6.

Solucio

Como ac = 18, procuramos p e g com pg = 18 e p+ g = 11. Serve 2 e 9:

322 + 11z + 6 = 322 + 22 + 92 + 6.

(322 +22) + (92 + 6) = 2(3z + 2) + 3(3z + 2) = (3z + 2)(z + 3).
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Resolvido 7

Fatore por agrupamento:
2y3 — 8y + 3y — 12
Solucao

(2> = 8y*) + By — 12) =2y (y —4) + 3(y — 4) = (y — 4)(2y° + 3).

Resolvido 8

Simplifique:
r? — 16
_ 4).
2?2 — 8xr + 16’ (v #4)
Solucao
2?—16 (v —4)(x+4) z+4
22 -8 +16 (v —4)2  x—4

11.8 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Expanda:
(@) (x+4)?
(b) (30— 1)?
(c) (2r+5)(2x —5)
@ (z+y+1)?

2. Fatore por fator comum:
(a) 6z + 12
(b) 15a%b — 10ab?
(c) 8z3 — 1222

3. Fatore por diferenca de quadrados:

(a) 2? — 81
(b) 4y* — 49
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(c) 9a?h* —1
4. Reconheca e fatore (TQP):

(a) 2%+ 10x + 25
(b) 4y* — 12y + 9
(c) a® — 14a + 49

5. Fatore (2% + bx + c):

(@) 2+ 9z + 20
(b) 22 — 22 — 15
(c) 2> —Tx + 10

6. Fatore (az? + bz + c):

(a) 222 —3x — 2
(b) 322 + bz — 2
(c) 4a% —4x — 8

7. Fatore por agrupamento:

(@) 23 — 2% +4x —4
(b) a® + a® — 2a — 2
(c) 62% —9x +4x — 6
(d) 3ab—6a+2b—4

8. Simplifique (fatore antes):

22 — 25
5).
)
9. Simplifique:
2% + 10z + 25
—_— —5).
SEED (a4 -)
10. Resolva (fatorando):
z® —16 = 0.
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Aplicacao
11. Simplifique (fatore completamente):
2 -9
Z -Gt 73
12. Fatore e simplifique:
22% — 8

13. Resolva (fatorando):
2? — 5z +6 = 0.
Dominio
14. Encontre k para que z? + kx + 16 seja um trindmio quadrado perfeito.
15. Fatore e simplifique (indique as restricdes):

x? — 16
x?2 —8x + 16

16. Mostre que:
(a+b)? — (a — b)? = 4ab.

Coroacao

17. Fatore completamente:

z* — 16.
18. Simplifique completamente:

' — 16

2 -4
19. Resolva:

zt —16 = 0.
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11.9 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

produtos notaveis: quadrado da soma, quadrado da diferenca e diferenca
de quadrados;

fatoragao por reconhecimento: fator comum, diferenca de quadrados e
trindmio quadrado perfeito;

fatoracio de trindmios do 2% grau (22 + bz + c e ax® + bz + c);

fatoragdo por agrupamento e sinais que ajudam a reconhecer quando
usa-la;

aplicacdes: simplificacdo de fragdes algébricas e resolucdo de equagdes.
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CariTULO 12

Polinomios

Motivacao 12.1

Os polinémios surgem naturalmente quando combinamos somas, pro-
dutos e poténcias de variaveis. Eles aparecem em diversas areas da ma-
tematica porque conseguem representar padrdes, modelar fenémenos e
simplificar problemas algébricos complexos.

Além disso, muitas equagdes importantes podem ser escritas na forma
polinomial. Estudar raizes, fatoragao e divisdes de polindmios permite
compreender melhor o comportamento dessas expressdes e desenvolver
métodos gerais para resolver problemas algébricos.

Contexto historico 12.1

O estudo dos polinémios esta diretamente ligado a busca por solu¢des
de equacdes. Desde a Antiguidade, matematicos desenvolveram métodos
para resolver equacdes quadraticas e, posteriormente, cubicas e quarticas.
Com o avango da algebra, os polindmios passaram a ser vistos nao apenas
como ferramentas de calculo, mas como objetos matematicos fundamen-
tais. O estudo de suas raizes e fatoracdes levou a descobertas profundas
sobre estruturas algébricas e teoria das equagoes.

Mesmo atualmente, polindmios continuam centrais na matematica e em
aplicacoes cientificas, aparecendo em modelagem fisica, computacdo,
engenharia e aproximacdes numeéricas.

12.1 Introducao

Polindmios aparecem naturalmente quando combinamos somas, produtos e
poténcias de variaveis. Expressdes desse tipo sdo fundamentais na algebra
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porque permitem representar fun¢des, modelar fendmenos e estudar equacoes
de diferentes graus.
Por exemplo, o polinémio

P(z) =22 —b2* + o — 7

tem grau 3.
Ao trabalhar com polindmios, surgem questdes importantes:

« como simplificar e organizar expressoes;

« como multiplicar e fatorar polindmios;

+ como dividir uma expressio por outra;

« como encontrar valores que anulam um polindmio.

O estudo dessas ideias permite compreender melhor o comportamento
algébrico das expressoes e fornece ferramentas importantes para resolver
equacoes e problemas matematicos mais avancados.

12.2 Polinoémios: grau e termos semelhantes

Termos semelhantes

Dois termos siao semelhantes quando tém a mesma parte literal (mesma varia-
vel com o mesmo expoente). Por exemplo, 322 e —52? sdo semelhantes; 327 e
37 ndo sao.

Grau

O grau de um polindmio ndo nulo é o maior expoente da variavel com coefi-
ciente ndo nulo.

Exemplos
« P(z) = 72" — 2z + 1 tem grau 4.
e Q(z) = —32* + 5z — 9 tem grau 2.

« R(z) = 5 (constante ndo nula) tem grau 0.
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12.3 Operacdes com polinomios

Adicao e subtracao

Somamos/subtraimos coeficientes dos termos semelhantes.

Exemplo

(32* — 22 +5) + (2° + 7w — 1) = 42® + 5z + 4.

Multiplicacao

Multiplicamos termo a termo (distributiva) e depois reduzimos.

Exemplo

(x +3)(x —5) = 2* — 22 — 15.

Exemplo (um pouco maior)

20 —x+ Dz +2) =22 —a+ Do+ (22 —x+1)2
= (22° — 2® + ) + (42® — 22+ 2)
=22+ 32—z + 2.

12.4 Identidades

Algumas identidades algébricas aparecem frequentemente em fatoracdes e
simplificacdes de polindmios.
Produtos notaveis (revisio)

(a+b)* = a® + 2ab + b,
(a —b)* = a* — 2ab + 1%,
(a+b)(a—b) =a®— b
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Identidade util com z" — y”

Paran € N:
" — yn — (27 o y) (xn—l + xn—Qy et l,yn—2 + yn—l)‘

Exemplos

2} -8 =2 -2 = (z - 2)(2® + 22 +4).
at —b* = (a® — b)) (a® + b*) = (a — b)(a + b)(a® + b?).

12.5 Divisao algébrica de polinomios

Dividir polinémios significa encontrar Q)(z) (quociente) e R(x) (resto) tais

que
P(x) = D(x) Q(x) + R(z),

com deg(R) < deg(D) (ou R(x) = 0).

Exemplo

Divida P(z) = 223 + 32% — 2 + 2 por D(x) = x + 2.

Solucio

Como a divisdo é por um binémio de primeiro grau, podemos usar Briot—
Ruffini (ver a secdo seguinte). Aqui, registramos o resultado:

20 + 32 —2+2=(z+2)(22* —x +1) +0.

12.6 Briot—-Ruffini

Quando o divisor tem a forma x — a, existe um algoritmo rapido (Briot-Ruffini)
para obter o quociente e o resto.

Passos

1. Escreva os coeficientes de P(z) em ordem decrescente (use 0 para termos
que faltam).

2. Use o valor de a correspondente ao divisor z — a.

3. Desca o primeiro coeficiente e repita: multiplicar por a e somar.
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Exemplo

Divida P(z) = 223 + 32> —z +2porz +2 =z — (—2).
Coeficientes: 2, 3, —1,2ea = —2.

-2[2 3 -1 2
-4 2 =2
2 -1 1 0

Logo, o quociente é Q(z) = 222 — x + 1 e o resto é 0.

12.7 Resto, fator e raizes

Teorema do Resto

Ao dividir P(x) por x — a, o resto é P(a).

Teorema do Fator

(x — a) é fator de P(x) se, e somente se, P(a) = 0.

Raiz

Um nimero a é raiz (ou zero) de P(x) quando P(a) = 0.

Exemplo

Verifique se  — 2 é fator de P(z) = 23 — 422 — 7x + 10.
Solucao
Calculamos P(2):

P(2)=8—16— 14410 = —12 # 0.

Logo, © — 2 nao é fator e 2 nao é raiz.

Exemplo (achando uma raiz inteira)

Encontre uma raiz de P(x) = 2® — 62% + 112 — 6.
Solucao
Os candidatos inteiros que dividem o termo constante sao

+1, £2, 43, +6.
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Como

P(1)=1—6+11—6=0,

concluimos que 1 éraiz e (v — 1) é fator.
Aplicando Briot-Ruffini com a = 1:

1[1 -6 11 —6
1 =5 6
1 -5 6 0

Entao:

P(z) = (v —1)(2* = 52+ 6) = (z — 1)(z — 2)(x — 3).

12.8 Exercicios Resolvidos

Resolvido 1
Determine o grau e o coeficiente dominante de:
P(z) = —42° +22° — 7.
Solucio

O grau é 5 e o coeficiente dominante é —4.

Resolvido 2

Calcule:
(22° — 3x + 1) + (z° + bz — 4).

Solucio

(222 —3x + 1) + (2° + 5x — 4) = 32 + 22 — 3.

Resolvido 3

Multiplique e reduza:
(z —2)(2® + 2z + 4).

Solucao
(x —2)(2* + 2z +4) = 2° - 8.
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Resolvido 4
Use Briot—Ruffini para dividir:
P(x) = 2* — 62° + 112 — 6

por:
xz—1.
Solucio
Coeficientes: 1, —6,11, —6 e a = 1.

11 -6 11 -6

Logo:
e oresto é 0.

Resolvido 5

Encontre as raizes de:
P(x) = 2* — 62 + 112 — 6.

Solucio
Como visto:

P(z) = (z — 1)(z — 2)(x — 3).

Logo, as raizes sdo:

12.9 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Reduza os termos semelhantes:

(@) 322 -5 +2+ 722 +2 -9
(b) 4a® — 2a* + 3a — (a® — 5a® + a)

2. Determine o grau:

128

12. PoLINOMIOS



12. PoLINOMIOS

(@) P(z) =728 — 22" + 2 — 1
(b) Q(z) = —32*>+5
(c) R(x)=9

3. Calcule:

Aplicacao
4. Use a identidade
2’ —y’ = (v —y)(@® + 2y + )
para fatorar 3 — 27.
5. Divida P(z) = 22 + 322 — x + 2 por = + 2.

6. Use Briot-Ruffini para dividir P(z) = 2* + 22> — x — 2 por z — 1.

Dominio
7. Calcule o resto da divisdo de P(z) = 2* — 323 + 22 — 5 por z — 2.
8. Verifique se z + 1 é fator de P(z) = 2 + 2% — 4x — 4.

9. Encontre as raizes reais de P(z) = 2% — 22 — 4z + 4.

Coroacao

10. Mostre que, se a é raiz de um polinémio P(z), entdo (z — a) é fator de

P(z).
11. Fatore completamente:

2t =T+ 1722 — 172 + 6.

12. Determine os valores reais das constantes a e b para que o polinémio
P(x) = 2* + ax® — 72 + bx + 18

seja divisivel por (z — 3)2.
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12.10 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

130

definicdo de polindmio, termos semelhantes e grau;
operacdes: adi¢do, subtragdo e multiplicagio;
identidades uteis (incluindo fatoragdes do tipo 2" — y");
divisdo algébrica e a relacdo P = DQ + R;
Briot-Ruffini para divisdes por x — a;

teorema do resto, teorema do fator e raizes.
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CariTULO 13

Equacoes e Inequacoes

Motivacao 13.1

Muitos problemas matematicos envolvem descobrir valores desconheci-
dos ou determinar condicdes que certas quantidades devem satisfazer. As
equacdes surgem quando buscamos valores que tornam duas expressoes
iguais, enquanto as inequacdes descrevem situacdes envolvendo limites,
intervalos e comparagdes.

Essas ferramentas permitem modelar problemas de areas como fisica,
economia, geometria e engenharia, transformando situacdes concretas
em relacOes algébricas que podem ser analisadas e resolvidas sistematica-
mente.

Contexto historico 13.1

O estudo das equagdes comecou em problemas praticos ligados a co-
mércio, medi¢des e divisao de terras. Civilizacdes antigas ja utilizavam
métodos para resolver equacdes simples, ainda sem a linguagem algébrica

moderna.

Com o desenvolvimento da algebra simbolica, especialmente a partir
dos trabalhos de matematicos arabes e europeus, as equagdes passaram
a ser manipuladas de forma geral por meio de regras algébricas. Isso
permitiu criar métodos sistematicos de resolucdo e ampliar o estudo para
expressoes mais complexas.

As inequacdes surgiram naturalmente quando os problemas deixaram
de buscar apenas igualdade e passaram a envolver restricdes e interva-
los de valores possiveis. Hoje, equacdes e inequagdes sdo ferramentas
fundamentais em praticamente toda a matematica aplicada.
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13.1 Introducao

Equagdes e inequagdes aparecem sempre que precisamos transformar um
problema em uma condicdo matematica e, depois, descobrir quais valores
tornam essa condicao verdadeira.

Em uma equacéo, buscamos os valores da incognita que satisfazem uma
igualdade. Ja em uma inequagao, procuramos os valores que satisfazem uma
desigualdade, e a solucdo normalmente é descrita por intervalos na reta real.

Por exemplo, 2z + 3 = 11 ¢ uma equacdo, enquanto 2z + 3 > 11 é uma
inequagao.

Embora muitas técnicas sejam semelhantes, algumas situacdes exigem
cuidados especificos. Em inequagdes, por exemplo, o sentido da desigualdade
muda ao multiplicarmos ou dividirmos por um nimero negativo. Em equacoes
com raizes, é necessario verificar condi¢des de existéncia e possiveis solugdes
invalidas.

Ao longo deste capitulo estudaremos diferentes tipos de equacdes e ine-
quacdes, desenvolvendo métodos de resolucdo e interpretacdo das solucdes
obtidas.

Uma boa resolucdo nio termina quando encontramos um numero. Ela
termina quando verificamos se esse nimero realmente atende a condicéo
inicial e escrevemos a resposta no formato adequado: um valor, dois valores,
um intervalo ou um conjunto solugao.

13.2 Equacdes do 1% grau

Forma geral

Uma equacdo do 1* grau em = pode ser escrita como
ar +b =0, a # 0.

A solucio é obtida isolando z:

ar = —b
b
T=——.
a

Podemos pensar na igualdade como uma balancga: toda operagao feita em
um lado deve ser feita também no outro. Somar, subtrair, multiplicar ou
dividir os dois membros pelo mesmo nimero nédo nulo preserva a igualdade.
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Esse cuidado evita o erro de “passar para o outro lado trocando o sinal” sem
entender qual operacéo foi realizada.

Exemplo

Resolva bx — 7 = 18.
Solucio

Inequacdes do 1* grau

A resolugao é semelhante a das equagdes. A principal diferenca é que, ao
multiplicar ou dividir por um nimero negativo, o sentido da desigualdade se
inverte.

Isso acontece porque a ordem dos numeros muda quando mudamos todos
os sinais: como 2 < 5, temos —2 > —5. Nas demais operacdes — somar ou
subtrair o mesmo numero, ou multiplicar e dividir por ndmero positivo — o
sentido é mantido.

Exemplo
Resolva —2x + 3 > 9.
Solucio
—2r > 6
r < =3.

Na reta real, essa resposta representa todos os nimeros menores ou iguais
a —3. Em notacio de intervalo, escrevemos (—oo, —3].

13.3 Equacodes do 2? grau

Forma geral e discriminante

Uma equacdo do 2* grau possui a forma
az® +br +c =0, a # 0.
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13. EQUACOES E INEQUACOES

Definimos o discriminante
A = b — dac,

e as raizes sao dadas por

b+ VA
- 22
O valor de A informa quantas raizes reais a equagio possui:

T

o se A > 0, hi duas raizes reais distintas;
« se A = 0, ha uma raiz real dupla;
e se A < 0, ndo hé raiz real.
Antes de aplicar a formula, vale conferir se a expressao esta organizada na
forma ax? + bz + ¢ = 0. Esse passo simples evita trocar sinais de b ou de c.
Exemplo

Resolva 22 — 5x + 6 = 0.
Solucao
O discriminante é A = 25 — 24 = 1, logo

_5+1

Tr = )
2

eassimxz =2oux = 3.

Outra forma de resolver: soma e produto

Quando a equacao possui coeficiente a = 1, muitas vezes é possivel resolver
por fatoragao.
No caso de 2> — 5x + 6 = 0, procuramos dois nimeros cuja:

« soma seja —9;
+ produto seja 6.
Os nimeros —2 e —3 satisfazem essas condicdes. Assim,
2? — 5z +6 = (v —2)(x — 3),

e logo (z — 2)(x — 3) = 0. Portanto, z = 2 ou z = 3.
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Exemplo (raiz dupla)

Resolva 22 — 62 4+ 9 = 0.
Solucio

O discriminante é A = 36 — 36 = 0, logo x = g =3.

Nesse caso, a equacao possui duas raizes reais iguais. Também podemos
observar que 72 — 6z + 9 = (z — 3)?, e assim (z — 3)? = 0, ou seja, z = 3.

13.4 Equacoes biquadradas

Ideia

Uma equacédo biquadrada possui a forma
az* +bx* +c=0, a # 0.

Nesse caso, fazemos a substitui¢do y = x. Assim, a equacio se transforma
em uma equagao do 2® grau em y.

Exemplo

Resolva 2% — 522 + 4 = 0.

Solucio

Seja y = 2. Entdo y? — 5y + 4 = 0 e, fatorando, (y — 1)(y — 4) = 0, ou
seja,y = louy =4.

Assim, 22 =1daz =41, ex2=4daz = +2.

Como estamos procurando solucdes reais, ha um cuidado importante: a
substituicio y = x? impde y > 0. Se a equacdo em y produzir um valor nega-
tivo, ele deve ser descartado, pois nenhum nimero real elevado ao quadrado é
negativo.

13.5 Equacdes modulares

Definicao

O modulo representa distancia e é definido por
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13. EQUACOES E INEQUACOES

Por isso, |z — a| pode ser lido como a distincia entre x e a na reta real. Essa
interpretagdo ajuda a entender por que uma equacéo do tipo |u| = k, com
k > 0, geralmente possui duas solugdes: ha dois pontos a mesma distancia da
origem ou do ponto de referéncia.

Equacio do tipo |u| = &
Se k < 0, ndo existe solucao real. Se k£ > 0, entdo

ul=k<u=Fk ou u=—k.

Exemplo
Resolva |2z — 3| = 5.
Solucao
De2r —3=5vemz =4;de2x —3=—-5vemzx = —1.

13.6 Equacodes irracionais

Ideia e cuidado
Equagdes irracionais envolvem raizes. Nesses casos, € necessario verificar:
« as condicdes de existéncia dos radicais;

« possiveis solucoes invalidas obtidas apds elevar ambos os lados ao qua-

drado.

Elevar os dois lados ao quadrado pode criar solucdes que nao existiam
na equacao original. Por isso, os valores obtidos sdo apenas candidatos até
serem substituidos novamente na expressao inicial.

Exemplo

Resolva vx +5 =2 — 1.
Solucao
As condicdes de existénciasdox +5 > 0exz — 1 > 0, ou seja, z > 1.
Elevando ao quadrado, x + 5 = (z — 1)%,isto é, 2 + 5 = 22 — 2z + 1.
Reorganizando e fatorando,

0=a2"—-3z—4=(z—4)(z+1),
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de modo que os candidatos sdo z = 4 e x = —1. Como = > 1, resta apenas
x =4

13.7 Equacdes exponenciais basicas

Principio
Paraa > 0 e a # 1, a fungido a” é injetiva. Assim,
W@ = 089 = f(z) = g(a).
Essaregra s6 pode ser usada quando as poténcias tém a mesma base positiva,

diferente de 1. Quando as bases parecem diferentes, primeiro tentamos escrevé-

las como poténcias de uma base comum, como 8 = 23 e 2—17 =373,

Exemplo

Resolva 2**! = 16.
Solucio
Como 16 = 2%, temos 2°*1 = 2%, Logo, x + 1 =4 e x = 3.

Exemplo
R =
esolva 3 o
Solucio
3
Como o7 = 373, temos 3%* = 373. Logo,2x = —3ex = 5

13.8 Inequacoes diversas

Exemplo

Resolva (z — 1)(x + 3) < 0.

Solucio

Os pontos criticos sdo z = 1 e x = —3. O produto é negativo ou nulo entre
as raizes. Portanto, —3 < x < 1.

Em inequacdes que envolvem produto ou quociente, ndo basta resolver
cada fator separadamente. Marcamos os pontos criticos na reta e analisamos
o sinal em cada intervalo. Se houver denominador, seus zeros nunca podem
pertencer a solugio, pois a expressdo néo esta definida nesses pontos.
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Exemplo com moédulo

Resolva |z — 2| < 3.

Solucao

Temos |z — 2| < 3 < —3 < z — 2 < 3. Somando 2, obtemos —1 < x < 5.

Para comparar, |z — 2| > 3 significaria que a distancia de x até 2 é pelo
menos 3; nesse caso, a solucao ficaria fora do intervalo central: x < —1 ou
x > b.

13.9 Exercicios Resolvidos

Resolvido 1

Resolva 72 — 4 = 3z + 20.
Solucao
Dedxr =24 vem z = 6.

Resolvido 2

Resolva 222 + 3z — 2 = 0.

Solucio
—3+5

4

O discriminante é A = 9+ 16 = 25, logo z =
T =—2.

,eassimxzéou

Resolvido 3

Resolva 2% — 1022 + 9 = 0.

Solucao

Seja y = x?. Entdo y> — 10y + 9 = 0 e, fatorando, (y — 1)(y — 9) = 0.
Logo, z = £1 oux = 3.

Resolvido 4
Resolva |z + 1| = 22 — 5.

Solucao
5
Como |z + 1| > 0, é necessario que 2z — 5 > 0, ou seja, © > 5 Entao
r+1=2x—-5ex=6.

138



13. EQUACOES E INEQUACOES

13.10 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Resolva:

(@ 3r+8=2-b5x

(b) 4 —T7Tx < 18
r—3 x+1
_ -1
(c) 5 1
2. Resolva:

(@) 22 — 92 +20=0
(b) 322 - 122 +12=0
(¢) 222+ 2 —-6=0

Aplicacao
3. Resolva a equacio biquadrada:

2t =222 —-8=0.

4. Resolva:
(@ Bz —1|=7
(b) | —4] <2

5. Resolva:

V2r + 3 = x.

6. Um retangulo possui lados x + 2 e x — 1. Sabendo que sua area é igual
a 12, determine os possiveis valores de x.

7. A soma de um nimero com seu quadrado ¢ igual a 30. Determine esse
numero.
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Dominio

8. Resolva:
(a) 2271 =8

1
(b) 9" =3

9. Resolva a inequacéo:

(x — 2)(z +5) > 0.

10. Resolva:
r—1
<0
T+2 =
11. Resolva:
|2z 4+ 3| > 5.

Coroacao

12. Resolva e apresente o conjunto solucao:

ver+1>x—1.

13. Determine todos os valores reais de k para que:
2> —kr+9=0

possua uma Unica raiz real.

14. Resolva:
|z —2|+|z+1] =5.
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13.11 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

« técnicas de resolugio de equagdes e inequacdes do 1* grau;
« equacdes do 2° grau e o discriminante A;

+ equagoes biquadradas por substitui¢ao;

+ equacdes modulares e analise por casos;

« equacdes irracionais com condicdes de existéncia e verificacio das solu-
¢coes;

« equacgdes exponenciais basicas;

« inequacdes produto, quociente e médulo.

Equacdes e inequagdes aparecem em praticamente toda a matematica. Re-
solver esses problemas significa transformar relacdes algébricas em condigdes
sobre nimeros e interpretar corretamente os conjuntos solugao obtidos.
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CariTULO 14

Exercicios da Parte III:
Expressdes e Algebra

As questdes desta parte exigem duas leituras da mesma expressdo: desenvol-
vida, quando queremos operar, e fatorada, quando queremos reconhecer raizes
ou simplificar. Antes de calcular, observe a forma algébrica; escolher bem a
representacdo costuma economizar mais trabalho do que qualquer atalho.

14.1 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Desenvolva:

(@) (z+3)%

(b) (2x — 5)(2z + 5);
o) (z—1)%
d) (3z+2)%

2. Fatore:

(@) 2* —9;

(b) 322 — 12ux;

(c) =%+ 5z + 6;

(d) 4a? — 25;

(e) 22 —6x + 9.

3. Simplifique a expressao: L ,com z # 2.
I‘ —
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222 — 8z

4. Simplifique: o indicando as restrigdes.
x

5. Resolva: (a) 22 — 7 = 5; (b) 22 — 52 = 0.

6. Resolva: 22 — 9 = 0.

Aplicacao
7. Um retangulo tem lados (z + 2) e (x — 1) (com x > 1). Escreva a
expressao da area em funcao de z.
r+1
-2
2 3

9. Resolva a equacio: — + —— =1
v quac r x+1

= 3.

8. Resolva a equacio:

10. Determine x tal que 2% + 4z + 1 = 0.

11. Um namero natural n tem a propriedade de que n(n + 1) = 132. Deter-
mine n.

12. (Com desenho) Um quadrado tem lado (z + 1). Represente a area e o
perimetro em funcao de x.

13. Um triangulo retangulo tem catetos x e = + 1 e hipotenusa 5. Determine
x.

Dominio
14. Resolva: 2 —6x + 5 = 0.

2
-1
15. Simplifique: 2$
x

————, indicando as restric¢oes.
+ 2z +1
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16. Sex +y = 7 e xy = 10, calcule 22 + 3.

17. Resolva a inequacio: (z — 2)(z + 3) > 0.

-1
< 0.

x
18. Determine o conjunto solugio de

Coroacao
19. (Desafio) Resolva em R: |2? — 4z| = 3.

20. (Desafio) Encontre todos os polindmios P(z) tais que P(x+1)—P(x) =
2x.

21. (Desafio) Resolva o sistema:

r+y=>,
z® +y? =13
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CariTULO 15

Relacoes e Funcoes

Motivacao 15.1

Em muitas situa¢des, uma quantidade depende diretamente de outra: o
preco depende da quantidade comprada, a distancia depende do tempo
e a area de um circulo depende do raio. O conceito de func¢io organiza
matematicamente essas relacdes de dependéncia.

Por meio das funcdes, conseguimos descrever padroes, fazer previsoes e
representar fendmenos utilizando tabelas, formulas e graficos. Essa lin-
guagem se tornou uma das ferramentas mais importantes da matematica
e das ciéncias.

Contexto historico 15.1

A ideia de funcdo surgiu gradualmente a partir do estudo de fendmenos
geométricos e fisicos. Com o desenvolvimento da geometria analitica,
tornou-se possivel representar curvas por equagdes envolvendo variaveis
relacionadas.

No século XVIII, matematicos como Euler ajudaram a consolidar o con-
ceito de funcdo como uma relacdo entre entradas e saidas. Posteriormente,
a matematica moderna formalizou no¢des como dominio, imagem e con-
tradominio, tornando o conceito mais rigoroso e preciso.

Atualmente, fun¢des aparecem em praticamente todas as areas cientificas,
desde economia e engenharia até computacio, estatistica e modelagem
de fendmenos naturais.




15. RELACOES E FUNCOES

15.1 Introducao

A ideia de funcao aparece sempre que uma quantidade depende de outra. Em
termos matematicos, isso significa associar cada valor de entrada a um unico
valor de saida.

Antes de formalizar esse conceito, precisamos entender como representar
pares de valores e como relacionar elementos de diferentes conjuntos. Por
isso, comegaremos com pares ordenados, produto cartesiano e relacdes.

Ao longo do capitulo, veremos como representar fungdes por tabelas, formu-
las e graficos, além de estudar conceitos importantes como dominio, imagem,
crescimento, composicéo e funcdo inversa.

15.2 Pares ordenados e produto cartesiano

Par ordenado

Um par ordenado é uma dupla (z, y) em que a ordem dos elementos importa:

em geral, (z,y) # (y,z).
Dois pares ordenados sdo iguais quando possuem os mesmos elementos na

mesma ordem:

(z,y) = (u,v) & zT=uey=uo.

Produto cartesiano

Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano é o conjunto formado
por todos os pares ordenados possiveis:

Ax B={(a,b)|a€ A, be B}.

Exemplo
Se A={1,2} e B={a,b,c}, entdo
Ax B={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,0),(2,¢)}.

15.3 Relacoes

Uma relacao de A em B é qualquer subconjunto de A x B. Isso significa que
uma relacdo escolhe alguns pares ordenados do produto cartesiano.
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Representacoes

Uma relagio pode ser representada de diferentes maneiras:
« lista de pares ordenados;
« diagramas de setas;
« leis algébricas;

« graficos no plano cartesiano.

Exemplo

Considere A = {1,2,3} e B = {2,4,6}.Se R = {(1,2),(2,4),(3,6),(1,4)},

temos a seguinte representacao:

A B

Observe que o elemento 1 € A esta associado a dois elementos diferentes
de B. Portanto, essa relagdo nao representa uma funcéo.

15.4 Funcoes

Definicao

Uma funcao f de A em B, indicada por f : A — B, associa a cada elemento
x € A um tnico elemento f(z) € B.
A principal caracteristica de uma funcéo é:

cada entrada possui exatamente uma saida.

Entradas diferentes podem ter a mesma saida. Por exemplo, na func¢édo
f(x) = 22, temos f(2) = 4 e f(—2) = 4; isso ndo impede que [ seja funcio.
O que néo pode acontecer ¢ uma mesma entrada receber duas saidas diferentes.
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Dominio, contradominio e imagem
Para uma funcéo f : A — B, temos:
« A é o dominio;
« B é o contradominio;
« o conjunto Im(f) = {f(z) | x € A} é aimagem da funcio.

O contradominio é o conjunto de saidas que declaramos como possiveis;
a imagem é o conjunto das saidas que a funcéo efetivamente produz. Assim,
elas podem ser diferentes. Essa distingao é importante, sobretudo ao estudar
fungdes inversas.

Exemplo

Considere f : R — R, f(x) = 2. O dominio e o contradominio sio R, e a
imagem ¢é [0, +00), pois 2% > 0 para todo = € R.

Dominio natural

Quando o dominio néo é informado, consideramos todos os valores reais para
os quais a expressao faz sentido.

Em geral, procuramos dois tipos de restricdo: denominadores ndo podem
ser zero e, para raizes quadradas reais, o radicando deve ser ndo negativo.
Depois de encontrar o dominio, vale testa-lo diretamente na expressao: ele
indica quais entradas sdo permitidas, ndo quais saidas aparecem.

Exemplos

1
A funcéo g(z) = 5 possui dominio R \ {2}, e h(z) = v/x — 1 possui
x J—

dominio [1, +00).

Igualdade de funcoes

Duas fungdes sdo iguais quando possuem o mesmo dominio, 0 mesmo con-

tradominio e produzem a mesma saida para cada elemento do dominio. Nao

basta que as formulas parecam diferentes ou coincidam em alguns valores.
Por exemplo, em R, as expressoes

f(z) = (z+1)? e g(x) =2 + 21 +1
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definem a mesma funcao. Ja

-1

plr)=——5 e qlz)=a+1

nao definem a mesma fun¢do em seus dominios naturais: p nao esta definida
emz =1, enquanto q esta.

15.5 Representacdes de funcoes e graficos

Tabela

Uma funcéo pode ser representada por tabelas de valores.
Por exemplo, para f(z) = 2z + 1, temos:

T ‘—2
flz) ] -3

-1 01 2
-1 1 3 5

Grafico
O grafico de uma funcio é o conjunto dos pontos (x, f(x)).
Pelo grafico, podemos reconhecer informagdes importantes:

+ o dominio é formado pelos valores de z atingidos pelo grafico;
 aimagem é formada pelos valores de y atingidos pelo grafico;
+ 0s zeros sdo as abscissas dos pontos em que o grafico corta o eixo x;

« f(0), quando existe, é a ordenada do ponto em que o grafico corta o
eixo y.
Assim, ler um grafico nao significa apenas observar seu formato: significa
relacionar cada caracteristica geométrica com uma informacéo da funcéo.

Teste da reta vertical

Um grafico representa uma fun¢ao quando qualquer reta vertical intersecta o
grafico em no maximo um ponto.

Isso acontece porque cada valor de x deve possuir apenas um valor corres-
pondente de y.

O teste da reta vertical responde apenas se o grafico representa uma funcéo
de z em y. Ele ndo informa, por si s6, dominio, imagem ou se a func¢do possui
inversa; essas perguntas exigem observar outras caracteristicas do grafico.
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Exemplo

Para f(z) = 2z + 1, o grafico é uma reta.

A

~

Exemplo (nao representa funcao)

A circunferéncia 7? + y*> = 4 nio representa uma fun¢io y = f(z), pois
alguns valores de z estao associados a dois valores diferentes de y.

A~

(1,v3)

~

(17 —\/?:)
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15. RELACOES E FUNCOES

15.6 Crescimento

Funcoes crescentes e decrescentes

Uma fungéo é:

« crescente quando valores maiores de x produzem valores maiores de

f(z);

+ decrescente quando valores maiores de  produzem valores menores

de f(x).

Ao indicar crescimento ou decrescimento, sempre diga em qual intervalo
isso ocorre. Uma mesma fung¢do pode crescer em uma parte do dominio e
decrescer em outra, como acontece com a parabola do exemplo seguinte.

Exemplos

A funcdo f(x) = 2z + 1 é crescente em R. Ja g(z) = —x + 2 é decrescente
em R.

Exemplo

Considere h(z) = —(z — 1)? + 3. Essa funciio cresce até z = 1 e decresce
apo6s x = 1.

(1,3)

decresce

~
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15.7 Funcoes injetivas, sobrejetivas e bijetivas

Considere uma funcio f : A — B.
Ela é injetiva quando entradas diferentes produzem saidas diferentes. Em
simbolos,

f(x1) = f(z2) = o1 = 22

Graficamente, uma funcio € injetiva quando toda reta horizontal intersecta
seu grafico em no maximo um ponto.

Ela é sobrejetiva quando todo elemento do contradominio ¢é atingido por
alguma entrada; nesse caso, Im(f) = B.

Uma funcéo é bijetiva quando é, ao mesmo tempo, injetiva e sobrejetiva.
Essa é exatamente a condi¢do que permite inverter a correspondéncia entre
dominio e contradominio sem criar ambiguidades.

Por exemplo, f : R — R, dada por f(z) = 2x + 1, é bijetiva. Jag : R — R,
dada por g(x) = 22, ndo é injetiva e também nio é sobrejetiva, pois nio
assume valores negativos.

15.8 Composicao de funcoes

Definicao
Sef:A— Beg: B — (), definimos a composi¢do g o f por
(g0 f)(@) =g(f(x)).
Ou seja, aplicamos primeiro f e depois g.
Para que (g o f)(z) exista, a saida produzida por f precisa pertencer ao

dominio de g. Por isso, o dominio de uma composi¢do nao é, necessariamente,
o dominio inteiro de f.

Exemplo
Se f(z) =2x+1eg(x) =22 entdo (go f)(z) = 2z + 1)’ e (fog)(x) =
222 + 1. Emgeral, go f # fog.

15.9 Funcao inversa
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Ideia

A funcio inversa “desfaz” a a¢do da funcéo original.

Definicao

Uma funcio f : A — B é invertivel quando existe f~! : B — A tal que
7 (f (@) ==

Para uma funcao possuir inversa, entradas diferentes nao podem levar a
mesma saida. Em linguagem grafica, uma reta horlzontal deve encontrar o
grafico em no méximo um ponto. E por isso que 2%, definida em todos os reais,
nao possui inversa como funcdo: 2 e —2 tém a mesma imagem. Ao restringir
o dominioa xz > 0 oua z < 0, essa ambiguidade desaparece.

Como encontrar a inversa

Para determinar f~!(z), seguimos os passos:

1. escrevemos y = f(z);
2. trocamos x por y;

3. isolamos y.

Exemplo

Considere f(z) = 2z — 3.
Solucao
Escrevemos y = 2z — 3. Trocando z e y, obtemos x = 2y — 3. Entao

T+ 3

2y=rx+3=y= 5

Logo, f~!(z) = I;S.

. ~ , N ~1 . 243 o
Uma verificagao rapida é compor as fungées: f(f~'(z)) =2 &= -3 = x.
Se a composicdo ndo devolver z, houve algum erro na inversao.

15.10 Exercicios Propostos
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15. RELACOES E FUNCOES

Fundamentos

1. Seja
A={0,1,2} e B =1{1,2,3}.

Considere a relacdo
R= {(O’ 1)7 (17 1)7 (2a 3)}

(a) A relacdo R define uma funcdo de A em B? Justifique.
(b) Determine:

« 0 dominio;

« 0 contradominio;

+ aimagem.
2. Considere a funcdo f(x) = 2z + 1.

(a) Calcule:

(b) Verifique se o ponto (1,5) pertence ao grafico de f.

Aplicacao

3. Sem construir os graficos, use o teste da reta vertical para decidir se os
conjuntos abaixo representam fungoes.

(@) 2°+y° =9
(b) y =+vz

4. Considere a funcao
h(z) = —(x —1)*+3.

(a) Determine os intervalos em que a fungéo é crescente e decrescente.

(b) Determine o valor maximo da funcédo e o valor de z em que ele
ocorre.
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Dominio

5. Determine o dominio natural das funcoes:

@ f@)=
(b) gla) = V5= 2
6. Sejam

fa)=z+2 e g(a)= V.

(a) Determine o dominio de (g o f)(x).

(b) Determine o dominio de (f o g)(x).

Coroacao
7. Seja
f(z) =3z —1.
(a) Determine f~!(z).
(b) Resolva a equacdo
flx) =38

utilizando a funcéo inversa.

8. Encontre a funcéo inversa, quando existir.

r—1
2

(@) f(z) =
(b) g(z) = 2?

Restrinja o dominio de g para que a funcio seja invertivel.
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15.11 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

« pares ordenados e produto cartesiano;

« relagoes e funcoes;

+ dominio, contradominio e imagem;

« igualdade de fungdes e leitura de dominio, imagem e zeros no grafico;
« representagdes graficas e teste da reta vertical;

« crescimento de funcdes;

. funcodes injetivas, sobrejetivas e bijetivas;

« composicio de fungoes;

« funcéo inversa e invertibilidade.

As funcoes estdo entre os conceitos mais importantes da matematica. Elas
permitem descrever relacdes entre grandezas, interpretar fendmenos e cons-
truir modelos utilizados em praticamente todas as areas cientificas.

157



CariTULO 16

Funcao Afim e Quadratica

Motivacio 16.1

Muitas situagdes do cotidiano envolvem relacdes entre grandezas: o valor
de uma corrida depende da distancia percorrida, o lucro de uma empresa
depende da quantidade vendida e a altura de um objeto langado varia
com o tempo. Em varios desses casos, o comportamento pode ser descrito
por funcdes simples.

Quando a variagao acontece sempre na mesma taxa, utilizamos a funcao
afim, cujo grafico é uma reta. Ja quando a taxa de variacdo também
muda ao longo do processo, surge a funcao quadratica, representada
por parabolas.

Essas fun¢des aparecem constantemente em fisica, economia, engenharia,
computacdo e modelagem matematica, servindo como uma das principais
portas de entrada para o estudo mais profundo de fungdes e graficos.

Contexto historico 16.1

O desenvolvimento da geometria analitica permitiu unir algebra e geome-
tria em uma mesma linguagem. A partir dos trabalhos de René Descartes
e Pierre de Fermat, curvas passaram a ser representadas por equagdes
algébricas.

As funcoes afins tornaram-se importantes na modelagem de fenémenos
com crescimento constante, enquanto as funcdes quadraticas passaram a
descrever trajetorias, maximos, minimos e diversos problemas geométri-
cos.

Com o tempo, coeficientes como a, b e ¢ deixaram de ser apenas nimeros
em formulas e passaram a possuir interpretacdes geométricas claras,
relacionadas a inclinagdo, concavidade, raizes e posi¢ao dos graficos no
plano cartesiano.
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16. FUNGCAO AFIM E QUADRATICA

16.1 Introducao

Funcgdes afim e quadratica aparecem sempre que queremos descrever como
uma quantidade varia em relacdo a outra. Em muitos problemas, nao basta
apenas calcular valores isolados: é importante compreender o comportamento
da rela¢do como um todo.

Quando a variacdo ocorre de maneira constante, o grafico obtido é uma reta.
Esse é o caso da funcao afim, utilizada para modelar situagdes envolvendo
crescimento linear, proporcionalidade e taxas fixas.

Ja em outros fendmenos, a variacdo ndo permanece constante. Trajetorias,
maximos, minimos e comportamentos curvos sao frequentemente descritos
por parabolas, associadas as funcdes quadraticas.

Além das expressoes algébricas, o estudo dessas funcdes envolve interpre-
tacdo geométrica. Os coeficientes influenciam diretamente a inclinacdo da
reta, a abertura da parabola, a posicdo dos graficos e o comportamento das
raizes.

A analise dessas func¢des permite compreender como expressoes algébri-
cas se relacionam com graficos, crescimento, raizes e diferentes situacdes
matematicas envolvendo variacdo entre grandezas.

16.2 Funcao afim

Definicao

Chamamos de fung¢io afim toda fun¢do f : R — R da forma f(z) = ax + b,
em que a,b € R. Seu grafico é uma reta.

Quando b = 0, temos f(x) = az, chamada de funciao linear. Nesse
caso, o grafico passa pela origem e descreve uma proporcionalidade direta:
ao multiplicar x por um numero, o valor de f(z) é multiplicado pelo mesmo
numero.

Na funcao afim geral, a variagdo continua constante, mas pode existir um
valor inicial . Por isso, nem toda func¢io afim representa proporcionalidade
direta. Na corrida de taxi, por exemplo, a bandeirada é cobrada mesmo quando
a distancia percorrida é zero.

Coeficientes

Os coeficientes possuem interpretacdes importantes.

« O nuimero a é o coeficiente angular. Ele controla a inclinacio da reta.
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16. FUNGCAO AFIM E QUADRATICA

— Se a > 0, a funcao ¢ crescente.
— Se a < 0, a funcéo é decrescente.

— Se a = 0, a funcéo é constante.

O coeficiente angular também representa a taxa de variagao da fungéo.
Para quaisquer x; # o,

o — f(@)_f(%)'

Isso significa que, quando x aumenta uma unidade, f(z) varia a uni-
dades. Se a = 2,5, por exemplo, cada unidade acrescentada a entrada
aumenta a saida em 2,5.

« O numero b é o coeficiente linear. Ele indica o ponto em que a reta
intercepta o eixo .

Equacao da reta por dois pontos

Dois pontos distintos determinam uma tnica reta. Se ela passa por (z1,¥;) e
(x2,y2), com 1 # xa, calculamos primeiro

Y2 — 1
a=—"7.
To — X1

Depois, substituimos um dos pontos em y = ax + b para encontrar .
Por exemplo, a reta que passa por (1, 3) e (4,9) possui

9_3
N Y
T

Usando (1,3), temos 3 = 2 -1 + b, logo b = 1. Portanto, sua equacgio é
f(z) =2z + 1.

Zero da funcao

O zero (ou raiz) da funcéo é o valor de z tal que f(x) = 0. Na fungdo afim,
isso significa ax + b = 0. Logo,
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Sinal da funcao afim

Quando a # 0, o zero xy = —% divide a reta real em dois intervalos. Se a > 0,
entdo f(x) < O parax < zge f(zr) > 0 paraz > (. Se a < 0, ocorre o
contrario. Essa leitura permite resolver inequacdes afins diretamente pelo
grafico.

Exemplo

Considere f(x) = 2z — 3.

« Como a = 2 > 0, a funcio é crescente.

+ O coeficiente linear é b = —3. Assim, a reta corta o eixo y no ponto
(O> _3)'

3
« O zero da funcio é dado por 2z — 3 = 0, ou seja, x = 5

\
7

y=2zx—3

= (0,-3)

16.3 Funcao quadratica
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16. FUNGCAO AFIM E QUADRATICA
Definicao
Chamamos de funcao quadratica toda funcao da forma
f(z) = ax® +bx + ¢,
com a # 0. Seu grafico é uma parabola.
O coeficiente ¢ = f(0) indica o ponto (0, c) em que a parabola intercepta o
eixo y. O coeficiente b participa da posi¢do do eixo de simetria e do vértice,

enquanto a controla a concavidade e a abertura: quanto maior |a|, mais fechada
é a parabola; quanto menor |a|, mais aberta ela é.

Concavidade

O sinal de a determina a abertura da parabola.

« Se a > 0, a concavidade é voltada para cima.

« Se a < 0, a concavidade é voltada para baixo.

Zeros da funcao e discriminante

Os zeros da funcéo sdo as solucdes da equagdo ax? + bz + ¢ = 0. Definimos o
discriminante

A = b — 4dac.

« Se A > 0, existem duas raizes reais distintas.
« Se A = 0, existe uma raiz real dupla.

« Se A < 0, ndo existem raizes reais.

Bhaskara

Quando A > 0, as raizes reais sdo

b+ VA

T
2a
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Soma e produto

As raizes x; e xy satisfazem
c
Tl + Ly = —— e T1Ty = —.
a a

Quando as raizes reais sdo conhecidas, a funcao pode ser escrita na forma
fatorada

flz) =alx —z1)(x — z2).

Essa forma torna os zeros imediatamente visiveis e facilita o estudo do sinal
da funcao.

Exemplo

Resolva 22 — 52 + 6 = 0.
Procuramos dois niimeros cuja soma seja 5 e o produto seja 6; os nimeros
2 e 3 satisfazem essas condigdes. Logo,

? —5r 46 = (v — 2)(z — 3),
eassimx =2ouz = 3.

Vértice

O vértice é o ponto onde a parabola atinge valor maximo ou minimo.
Sua coordenada em z é

b
Ty = _%a
e a coordenadaem y é y, = f(x,).
Também podemos calcular
A
Yy = _E

Essas formulas aparecem ao reescrever a funcio na forma canonica:
_ 2
fx) = a(z —20)" + yo.
Nessa forma, o vértice e a concavidade podem ser lidos diretamente.
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Eixo de simetria

A reta x = x, divide a parabola em duas partes simétricas.
Se a > 0, o vértice fornece o valor minimo da funcio e sua imagem é
(Y, +00). Se a < 0, o vértice fornece o valor maximo e a imagem é (—o0, y,].
Além disso, a funcio é decrescente de um lado do vértice e crescente do
outro. Para a > 0, ela decresce até x, e cresce depois de x,; para a < 0, ocorre
o contrario.

Sinal da funciao quadratica

Quando ha duas raizes reais distintas z; < 2, o sinal depende da concavidade.
Se a > 0, a funcao é positiva fora do intervalo entre as raizes e negativa dentro
dele. Se a < 0, ocorre o contrario.

Quando A = 0, a parabola apenas toca o eixo x no vértice. Quando A < 0,
ela ndo corta o eixo x e mantém sempre o sinal de a.

Exemplo completo

Considere f(x) = 2? — 4z + 3.
« Como a =1 > 0, a concavidade é voltada para cima.
+ O discriminante é A = 4.

e« Asraizessdoxr = lex = 3.

O vértice é V' (2, —1).

Y
7
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16.4 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Para cada funcio afim abaixo:

(a) identifique os coeficientes a e b;
(b) diga se a fungao é crescente ou decrescente;

(c) determine o zero da funcdo, quando existir.

flz) =3z +6 g(x) =—-2z+5 h(z) =4

2. Determine a equagdo da reta que passa por (0, —1) e possui zero em
T =2.

3. Para:
q(z) = 2° — 4a + 3,

(a) identifique a, b e c;
(b) determine o vértice;

(c) indique a concavidade.
Aplicacao
4. Um taxi cobra R$ 6,00 de bandeirada e R$ 2,50 por quilémetro rodado.

(a) Escreva a funcéo custo C'(z).

(b) Calcule o custo para 12 km.

5. Para:
f(z) =2 + 22 - 3,

(a) determine as raizes por Bhaskara;

)
(b) verifique usando soma e produto;
(c) determine o vértice;

)

(d) diga se existe maximo ou minimo.
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Dominio

6. Considere:
f(z) =2* — 42 + 3,
restrita ao intervalo:

0, 4].

(a) Determine a imagem da fung¢io nesse intervalo.

(b) Determine os valores de z tais que:
f(z) <0.

7. Determine os valores de m para que:

22—mr+4=0

possua raizes reais e distintas.

Coroacao
8. Considere:

g(x) = —2* +42 — 1.

(a) determine o vértice;
(b) determine o valor maximo da funcéo;

(c) verifique se o grafico corta o eixo x.

9. Uma bola é lancada verticalmente, e sua altura (em metros) apos ¢
segundos é dada por:

h(t) = —5t* + 20t + 1.
(a) Determine a altura maxima atingida.

(b) Em que instante isso ocorre?

(c) Determine quando a bola atinge o solo.
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16.5 Resumo do Capitulo
Neste capitulo estudamos:

« funcdo afim e interpretacdo geométrica da reta;

« coeficiente angular, coeficiente linear e zero da funcéo;

« taxa de variacdo, equagao da reta por dois pontos e sinal da fungao afim;
« funcdo quadratica e parabolas;

« discriminante e raizes;

« formas fatorada e canonica, vértice, concavidade e eixo de simetria;

« crescimento, decrescimento, imagem, sinal e valores maximos ou mini-
mos.
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CariTULO 17

Funcoes Classicas

Motivacao 17.1

Nem todos os fendmenos podem ser descritos apenas por retas ou para-
bolas. Algumas situacdes envolvem crescimento acelerado, distancias ab-
solutas ou comportamentos diferentes em certos intervalos. As funcoes
modulares, exponenciais e definidas por partes surgem justamente
para representar esses casos.

Além de suas féormulas, o aspecto mais importante dessas funcdes é a
interpretacdo grafica. Compreender deslocamentos, reflexdes e transfor-
macoOes permite analisar rapidamente o comportamento de uma funcao
sem depender apenas de calculos extensos.

Contexto historico 17.1

O desenvolvimento dessas fun¢gdes acompanhou necessidades praticas
da ciéncia e da matematica. A funcdo modular apareceu naturalmente
em problemas envolvendo distancia e erro absoluto, enquanto as funcdes
exponenciais ganharam destaque no estudo de crescimento populacional,
juros compostos e fendmenos fisicos.

Ja as funcoes definidas por partes surgiram para modelar situacoes em
que diferentes regras atuam em diferentes intervalos, algo muito comum
em economia, computacdo e ciéncias aplicadas.

Com o avango da geometria analitica e da interpretacao grafica, tornou-
se possivel estudar transformacdes de graficos de maneira sistematica,
permitindo compreender familias inteiras de funcdes a partir de modelos
basicos conhecidos.




17. FUNCOES CLASSICAS

17.1 Introducao

Nos capitulos anteriores estudamos fungoes afins e quadraticas, cujos graficos
possuem formas relativamente simples: retas e parabolas. Entretanto, muitos
fendmenos nédo seguem esse comportamento.

Em alguns casos, o crescimento ocorre de maneira extremamente rapida,
como em juros compostos e crescimento populacional. Em outros, o mais
importante nio é o sinal do niumero, mas sua distancia até um ponto, como
acontece em expressdes envolvendo modulo.

Também existem situacdes em que uma Unica formula ndo consegue descre-
ver todo o comportamento da fungao. Nesses casos, diferentes regras passam
a valer em diferentes intervalos.

Mais do que memorizar formulas, o objetivo deste capitulo é desenvolver
leitura grafica e interpretacdo. A ideia central sera compreender como cada
funcao se comporta, como seus graficos se transformam e quais caracteristicas
podem ser identificadas visualmente.

Ao longo do capitulo, veremos func¢dées modulares, exponenciais, logarit-
micas e definidas por partes, além das principais transformagoes graficas
utilizadas na analise de funcdes.

17.2 Funcao modular

Definicao

A funcdo modular é dada por

f(z) = [z|.
Por definicéo,
x, x>0,
|z| =
-z, x<0.

O modulo representa a distancia entre um numero e a origem na reta real.
Por isso:
13| =3 e | — 3| =3.
Dominio, imagem e simetria

« Dominio: R.
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+ Imagem: [0, +00).

« A func¢io modular é par, pois |—x| = |z|. Logo, seu grafico é simétrico
em relacdo ao eixo y.

Grafico

~

Equacoes e inequacdes com modulo

Resolver expressdes com modulo significa analisar distancias.

Exemplo

Resolva |z — 2| = 3.
A distancia entre = e 2 deve ser igual a 3. Assim:

r—2=23
r—2=-3.

Logo,z =5ouz = —1.

Exemplo

Resolva |z — 2| < 3.
Isso significa que a distancia até 2 deve ser menor ou igual a 3, ou seja,
-3 <z — 2 < 3.Somando 2, obtemos —1 < z < 5.
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17.3 Funcao exponencial

Enquanto a funcdo modular esta associada a ideia de distincia, as funcdes
exponenciais aparecem em situac¢des de crescimento ou decaimento acelerado.

Fendmenos como juros compostos, crescimento populacional, radioativi-
dade e propagacdo de informagdes frequentemente apresentam comporta-
mento exponencial.

Definicao

Paraa > 0 e a # 1, a fungdo exponencial de base a é definida por

f(z) =a".

Propriedades basicas
« Dominio: R.

Imagem: (0, +00).

. O grafico sempre passa pelo ponto (0, 1), pois a’ = 1.

« Se a > 1, a funcdo é crescente.

Se 0 < a < 1, a funcéo é decrescente.

Observe também que a® > 0 para qualquer valor real de z.

Grafico

y =27

\
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17.4 Funcao logaritmica

A funcéo logaritmica surge como inversa da exponencial.
Enquanto a exponencial responde a” = b, o logaritmo responde a pergunta
“qual expoente transforma a em b?”.

Definicao
Paraa > 0 e a # 1, definimos f(z) = log,(x). Isso significa que

log,(x) =y <& a’=u.

Dominio, imagem e pontos notaveis

« Dominio: (0, +00).

« Imagem: R.

« O grafico passa por (1,0), pois log,(1) = 0.

« Se a > 1, a funcdo é crescente; se 0 < a < 1, é decrescente.

Grafico

y = logy ()

~
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17.5 Funcoes definidas por partes

Em muitos problemas, uma tnica expressiao nao consegue descrever todo o
comportamento da funcao. Nesses casos, usamos fung¢des definidas por partes.

Exemplo
r+2, x<0,
f(x) =< 22, 0<xz<2,
4, x> 2.

Cada regra atua apenas em determinado intervalo.

Grafico

y = f(z)

~

17.6 Transformacoes graficas

Uma das ideias mais importantes no estudo de funcdes é perceber que muitos
graficos podem ser obtidos a partir de transformacdes simples de graficos
conhecidos.

Transformacoes basicas

A partir do grafico y = f(z), temos:
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« y = f(x) + k: desloca o grafico verticalmente;

« y = f(z — h): desloca o grafico horizontalmente;
« y = —f(x): reflexdo em relagdo ao eixo x;

« y = f(—x): reflexdo em relacédo ao eixo y;

« y = cf(z): estica ou comprime verticalmente o grafico.

Exemplo

O grafico de y = |x — 2| + 1 é obtido deslocando o grafico de y = |x| duas
unidades para a direita e uma unidade para cima.

A

5,,

y = |z|

v

17.7 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Para cada funcéo abaixo:

(a) determine o dominio;
(b) determine a imagem;

(c) diga se a fungao é crescente, decrescente ou nenhuma das duas.

@) f(x) = [z]
(b) g(z) =3
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17. FUNCOES CLASSICAS

(c) h(z) = logy(x)
2. Resolva: |z — 4| = 5.
3. Resolva: |2z + 3] = 9.
4. Resolva as inequagdes:
(@ |[z+1] <3
(b) |3z —2| >4
5. Determine os zeros das funcoes:
(@) f(z) = |z[ -6
(b) g(x) =2*—16
(¢) h(z) = logs(z) — 1

6. Complete a tabela:

z]|-2 =101 2

3" |
7. Complete a tabela:
z |1 .39 27
logs () ‘
8. Considere:
r+2, x<l,
xr) =
/(@) {5, x> 1.

Calcule:

9. Associe cada transformacéo ao seu efeito geométrico.

@ y=f(z)+2

(b) y = f(z—4)
(© y=—f(x)
d) y=f(-x)
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I. reflexdo em relacdo ao eixo y;
II. deslocamento horizontal para a direita;
III. reflexdo em relacdo ao eixo x;

IV. deslocamento vertical para cima.
Aplicacao
10. Uma populagio de bactérias é modelada por:
P(t) =200 - 2,
em que t representa o tempo em horas.

(a) Determine P(0);
(b) determine P(4);

(c) apds quantas horas a populacdo sera igual a 32007
11. O valor de um equipamento sofre desvalorizagdo anual segundo:
V (t) = 50000 - (0,9)".

(a) O valor cresce ou decresce com o tempo?
(b) Determine o valor apds 3 anos.

(c) O valor permanecera acima de R$ 30000 apods 5 anos?
12. A distancia entre um carro e um posto é dada por:
d(z) = |z = 8],
em que x representa a posi¢do do carro em quilometros.

(a) Determine a distancia quando x = 2;
(b) determine a distancia quando = = 13;

(c) determine as posi¢des em que a distancia é igual a 5.

13. Resolva:
27 = 64.
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14. Resolva:
logs(x) = 4.

15. Resolva:
logy(z — 1) = 3.

16. O preco de uma corrida é dado por:

10 0<xr<3
P(z) =4 -teY
10+3(x —3), >3,

em que r representa a distancia em quilometros.

(@) Determine P(2);
(b) determine P(3);
(c) determine P(7).

17. Descreva as transformacoes sofridas pelo grafico de:

y = |z|
para obter:
y=—lr—1|+4.
Dominio
18. Resolva:
|3z — 1| = |z + 5.
19. Resolva:
|z —2|+|z+1]=T7.
20. Resolva:
27+ — 39
21. Resolva:
52e—1 — 125,
22. Resolva:

logy(x — 2) +logy(z — 6) = 4.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

17. FUNCOES CLASSICAS

Resolva:
logs(z + 2) — logg(x — 1) = 2.

Determine dominio e imagem:

f@)=|z+3] -2

Determine dominio e imagem:

g(x) =32+ 1.

Determine dominio e imagem:

h(x) = logy(z — 5) + 4.
Esboce o grafico da fungéo:

z+1, =<0,
fle)=q2%  0<2<3,
9, x> 3.

Uma substancia radioativa perde metade de sua massa a cada 6 horas.

Sabendo que a massa inicial é 640 g, determine:

(a) afuncgdo que modela o problema;
(b) a massa apds 18 horas;

(c) apds quanto tempo a massa sera 80 g.

Coroacao

29.

30.

31.
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Resolva:
|z — 9] = 0.

Resolva:
|x — 4] + | + 2| = 10.

Resolva:
27 + 272 = 40.
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32. Resolva:
log,(z) + logy(x — 4) = 4.
33. Resolva:
logs(z + 1) = loge(3z — 6).
34. Considere:
flz)=|z—1|+ |z + 3|

(a) Escreva a funcdo sem modulo, por intervalos;
(b) determine o valor minimo da funcéo;

(c) resolva:

fx) = 9.
35. Determine todos os valores reais de z tais que:
3l = 27,
36. Resolva:
logy(|lz —4f) = 2.
37. Considere:
r+5, <=2

fley=<922-1, —-2<zx<2,
w1, z>2.

(a) Determine f(—4), f(0) e f(3);
(b) determine os zeros da funcéo;

(c) faca um esboco do grafico.

17.8 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

« funcdo modular e interpretacdo geométrica do médulo;
« equacdes e inequagdes modulares;

« funcdo exponencial;
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« crescimento e decaimento exponencial;

« propriedades basicas das exponenciais;

« funcéo logaritmica;

« relacdo entre logaritmos e exponenciais;

+ dominio e imagem da func¢éo logaritmica;

« resolucdo de equacdes logaritmicas e exponenciais;
« funcdes definidas por partes;

« interpretacdo grafica de diferentes intervalos;
« transformacdes graficas;

« deslocamentos horizontais e verticais;

« reflexdes em relacdo aos eixos coordenados;

« compressoes e esticamentos graficos.
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CariTULO 18

Logaritmos

Motivacao 18.1

Em muitos problemas matematicos, a incognita aparece no expoente.
Situagdes envolvendo crescimento populacional, juros compostos, in-
tensidade sonora, radioatividade e escalas cientificas frequentemente
conduzem a equagdes desse tipo.

Os logaritmos surgem justamente para lidar com essas situacdes. Eles
permitem transformar relacdes exponenciais em expressdes algébricas
mais simples, além de fornecer uma maneira eficiente de comparar gran-
dezas muito grandes ou muito pequenas.

Mais do que uma técnica de calculo, os logaritmos representam uma nova
forma de interpretar crescimento, escalas e comportamento funcional.

Contexto historico 18.1

No inicio do século XVII, calculos envolvendo multiplicacdes, divisdes e
poténcias eram extremamente trabalhosos, especialmente em astronomia
e navegacdo. Para simplificar essas contas, o matematico escocés John
Napier desenvolveu os primeiros estudos sobre logaritmos.

A ideia central era transformar multiplicacdes em somas e divisdes em
subtragdes, tornando os calculos muito mais rapidos. Pouco depois, Henry
Briggs aperfeicoou o sistema e popularizou os logaritmos em base 10,
que passaram a ser amplamente utilizados em tabelas matematicas.
Durante séculos, engenheiros, fisicos e navegadores utilizaram tabelas
logaritmicas e réguas de calculo para realizar opera¢des complexas antes
do surgimento das calculadoras eletronicas.

Atualmente, os logaritmos continuam fundamentais em diversas areas da
ciéncia, especialmente em modelos exponenciais, escalas de intensidade
e analise de crescimento.
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18. LOGARITMOS

18.1 Introducao

Nos capitulos anteriores estudamos poténcias, expoentes fracionarios e fun-
¢des exponenciais. Em todos esses casos, o expoente desempenhava um papel
central no comportamento da expressao.

Entretanto, algumas equagdes ndo podem ser resolvidas apenas observando
diretamente as poténcias. Por exemplo:

2" =1T.

Sabemos que 22 =14 e 23 = 8, mas o valor exato de = nio é inteiro.
Surge entdo a seguinte pergunta:

Qual expoente devemos aplicar na base 2 para obter 7?

O logaritmo nasce exatamente dessa ideia.

De forma geral, log, () representa o expoente necessério para transformar
aem .

Além do aspecto algébrico, os logaritmos possuem forte interpretacdo
grafica e funcional. Eles aparecem associados as funcdes exponenciais e
permitem descrever fendmenos de crescimento, escalas e variagdes muito
rapidas.

18.2 Definicao de logaritmo
Definicao
Paraa > 0 e a # 1, definimos

log,(x) =y <= da’=ux.

Ou seja, log, (=) representa o expoente ao qual devemos elevar a base a
para obter z.

Interpretacao

A leitura log,(8) = 3 significa 23 = 8.
Da mesma forma, log;(25) = 2 equivale a 52 = 25.
Assim, o logaritmo funciona como um processo inverso da potenciagao.
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Condicoes de existéncia

Para que log,(z) esteja definido nos numeros reais, é necessario que a > 0,
a#lex>0.

Essas condicoes sdo fundamentais e aparecerdo constantemente ao resolver
equagdes e inequacdes logaritmicas.

Exemplos

Temos log,(32)
—2,pois 372 =

5, pois 2% = 32; logyo(1) = 0, pois 10° =1 e logs (%) =

Ol

Logaritmos importantes

Vale log, (1) = 0, pois a® = 1. Além disso, log,(a) = 1, pois a' = a.

18.3 Propriedades dos logaritmos

As propriedades dos logaritmos sdo consequéncia direta das propriedades das
poténcias.

Logaritmo do produto

log,(MN) = log,(M) + log,(N).

Logaritmo do quociente

o (7 ) = 08 01) ~ log, ()

Logaritmo da poténcia

log,(M") = klog,(M).

Interpretaciao das propriedades

Essas relacdes mostram que:

 multiplica¢des transformam-se em somas;
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18. LOGARITMOS

« divisdes transformam-se em subtracgdes;
« poténcias transformam-se em multiplica¢des.

Historicamente, foi justamente essa caracteristica que tornou os logaritmos
tao importantes antes das calculadoras.

Exemplos

log,(8 - 4) = log,(8) +logy(4) =3 +2 =5.

1
logs (%) = log5(81) —logs(3) =4 —1=3.

log,(16%) = 31og,(16) = 3 -4 = 12.

18.4 Mudanca de base

Em muitos casos, é conveniente trocar a base do logaritmo.

Formula

Paraa > 0,a # 1,b > 0e b # 1, vale

-3
Exemplo
logy(7) = Eig; :

Essa formula permite calcular logaritmos utilizando calculadoras comuns,
que normalmente trabalham com log (base 10) ou In (base ¢).

18.5 Funcao logaritmica
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Definicao

A funcéo logaritmica é dada por

f(x) = log,(x),

coma > 0ea # 1. Ela é a funcio inversa da exponencial g(z) = a”.

Dominio e imagem
« Dominio: (0, +00) (o logaritmo sé esta definido para numeros reais

positivos).

« Imagem: R (qualquer nimero real pode ser obtido como resultado de
um logaritmo).

Pontos importantes

O grafico sempre passa por (1,0), pois log,(1) = 0.
Também passa por (a, 1), pois log,(a) = 1.

Crescimento

« Se a > 1, a func¢éo é crescente.

« Se 0 < a < 1, afuncdo é decrescente.

Interpretacio grafica

Observe que o grafico da funcdo logaritmica aproxima-se do eixo y, mas nunca
o toca. Isso ocorre porque log,(z) ndo existe para z < 0.

Além disso, o crescimento da funcéo é relativamente lento quando compa-
rado ao da funcdo exponencial.
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18. LOGARITMOS

Graficos

y = logy (=)

18.6 Equacdes logaritmicas

Ideia geral

Resolver uma equacio logaritmica significa encontrar valores que satisfacam
simultaneamente:

« aigualdade proposta;

« as condicdes de existéncia dos logaritmos.

Organizando a resolucao

1. determinar as condi¢des de existéncia;
2. aplicar propriedades, quando necessario;
3. transformar em equacédo exponencial;

4. verificar as solu¢des obtidas.
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Exemplo 1

Resolva log,(z — 1) = 3.
Solucio
A condicio de existéncia é z — 1 > 0, ou seja, z > 1.
Pela definicdo, r — 1 = 2%, logoz — 1 =8ex = 9.
Como 9 > 1, a solucdo é valida.

Exemplo 2

Resolva logs(x) + logs(z — 2) = 2.
Solucio
As condigdes de existéncia sdoz > 0ex — 2 > 0, logo z > 2.

Aplicando a propriedade do produto, logs(z(x —2)) = 2, entdo x(z —2) =

32 e, assim, 22 — 22 — 9 = (. Resolvendo,
2 + /40

Como = > 2, resta apenas x = 1 + /10.

18.7 Inequacdes logaritmicas

A resolucdo depende do comportamento da funcéo logaritmica.

Casoa >1

Se a > 1, a func¢éo é crescente. Assim,

log,(u) <log,(v) <= wu<w.

Caso0<ax<1

Se 0 < a < 1, a funcéo é decrescente. Nesse caso,

log,(u) <log,(v) <= u>w.

Exemplo

Resolva:
log,(z) > 1.
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Solucao

Condicao: z > 0.

Como 2 > 1, a fungdo é crescente.
Logo:

18.8 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Calcule:

(a) log,(32)
(b) logs(1)

© toss (55 )

2. Simplifique:

() logy(8 - 4)

o 1o, ()

2

(c) log, (%) comzx > 0

Aplicacao
3. Resolva:
(a) logy(x —3) =4
(b) log;(2x) = logs(10)

4. Resolva:

log,(z) 4 logy(z — 1) = 3.
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18. LOGARITMOS

Dominio

5. Determine o dominio natural:
(@) f(z) = logs(2z — 1)

) ale) = o, (155

2

6. Resolva:
log,(x) > 1.

Coroacao

7. Resolva:

8. Mostre que log,(x) = 0 se, e somente se, z = 1,coma > 0ea # 1.

18.9 Resumo do Capitulo
Neste capitulo estudamos:

« definicéo e interpretacdo dos logaritmos;

« condic¢oes de existéncia;

« propriedades operatorias;

« mudanca de base;

« funcéo logaritmica e comportamento grafico;

« equacdes e inequagdes logaritmicas.
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CariTULO 19

Exercicios da Parte IV: Relacoes e
Funcoes

Uma funcédo pode ser apresentada por féormula, tabela, grafico ou descricéo
verbal. Ao passar de uma representagio para outra, preserve o que realmente
define a relagdo: dominio, valores de saida e modo de variacdo. Nos graficos,
zeros, interceptos e vértices sio referéncias, nao enfeites.

19.1 Exercicios Propostos

Fundamentos

—_

Seja f(x) = 2x — 3. Calcule: (a) f(0); (b) f(5); (c) resolva f(z) = 7.

2. Seja g(r) = 2? — 4x. Determine as raizes de g(r).
1
3. Determine o dominio real de: (a) h(x) = v/ — 2; (b) p(x) = T 1
x
4. Determine f o g para f(x) =z + 2 e g(x) = 3z.
5. Seja f(z) = 2% — 1. Calcule: (a) f(—2); (b) f(3); (c) resolva f(z) = 0.
6. Determine se a relacdo R em R definida por aRb <= a—-be Zé
reflexiva e simétrica.
Aplicacao
7. Uma fungéo é dada por f(z) = |z — 2|. Calcule f(—1), f(2) e f(7).
8. Encontre a funcio inversa de f(x) = 3z — 6.
9. Determine a lei da funcio afim que passa pelos pontos (1,4) e (5, 0).
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10. (Com desenho) Esboce o grafico de y = —x + 3 e determine suas
intersecdes com 0s €ixos.

|

11. Uma parabola tem equagio y = 2> — 4z + 1. Determine o vértice e o
valor minimo.

12. Determine os pontos de intersecio do grafico de y = 2% — 4z + 1 com
0 €eixo .

13. Uma funcio custo é C'(z) = 50 + 8z (em reais), onde x é o numero de
unidades produzidas. Determine C'(0) e interprete seu significado.

Dominio

14. Resolva a inequacio: 2> — 5z + 6 > 0.

15. Determine os intervalos em que a fungio f(x) = z* —2x — 3 é crescente
e decrescente.

T

-1
16. Se f(x) = P

, resolva f(x) = 2.

17. Determine o dominio e a imagem de f(z) = .

18. Resolvaem R: |z — 3| < 2.
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Coroacao

19. (Desafio) Seja f(x) = ax + b e suponha que f(2) = 7e f(—1) = 1.
Determine a e b.

20. (Desafio) Encontre todos os z tais que |22 — 4| < 3.

21. (Desafio) Seja f(x) = x? + pr + g com raizes 2 e —5. Determine p e q.
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PARTE V « CONTAGEM E
SEQUENCIAS
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CariTULO 20

Analise Combinatoria

Motivacao 20.1

Quando o nimero de possibilidades é grande, listar uma a uma deixa
de ser viavel. A analise combinatéria ensina a contar sem enumerar,
decompondo uma situacdo em escolhas, etapas ou casos. Mais impor-
tante do que reconhecer o nome de uma férmula é compreender o que
esta sendo contado e quando dois resultados devem ser considerados
diferentes.

Contexto historico 20.1

Problemas de contagem aparecem desde jogos e calendarios, mas o es-
tudo sistematico de permutacdes e combina¢des ganhou forca com o
desenvolvimento da probabilidade e da algebra. Uma conexao cléssica é
o bindmio de Newton: os coeficientes (") contam escolhas e, a0 mesmo

k
tempo, surgem na expansio de (a + b)".

20.1 Introducao

Contar nio é apenas obter um nimero grande. E decidir com precisio o que
caracteriza cada possibilidade. Escolher trés estudantes para uma comissao,
por exemplo, é diferente de escolher trés estudantes para os cargos de pre-
sidente, vice-presidente e secretario. No primeiro caso, trocar a ordem dos
nomes ndo cria uma nova comissdo; no segundo, trocar os cargos produz
outro resultado.

Ao longo do capitulo, quatro ideias aparecerao repetidamente:

» separar uma escolha em etapas sucessivas;

« dividir o problema em casos que nao se sobrepdem;
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20. ANALISE COMBINATORIA

« perceber se a ordem altera o resultado;
« identificar se um elemento pode ser escolhido mais de uma vez.

As féormulas de permutagéo, arranjo e combinacdo nascerdo dessas ideias.

20.2 Principios de contagem

20.2.1 Principio aditivo

Se uma escolha pode ser feita por m maneiras de um primeiro tipo ou por n
maneiras de um segundo tipo, e nenhum resultado pertence aos dois tipos,
entdo ha

m+n

possibilidades.
Por exemplo, se uma estante possui cinco romances e quatro livros de
poesia, podemos escolher um romance ou um livro de poesia de

5+4=9

maneiras.

Se os casos tiverem resultados em comum, a simples soma contara a in-
tersecdo duas vezes. Nesse caso, sera necessario separar melhor os casos ou
corrigir a sobreposicao.

20.2.2 Principio fundamental da contagem

Quando uma escolha é feita em etapas sucessivas, multiplicamos o nimero de
possibilidades de cada etapa.

Proposicao 20.1 (Principio fundamental da contagem). Se uma primeira
etapa pode ser realizada de m maneiras e, para cada uma delas, uma segunda
etapa pode ser realizada de n maneiras, entdo o processo completo pode ser
realizado de

maneiras.

O diagrama de arvore torna essa multiplicacao visivel. Com trés camisetas
e duas calcas, cada camiseta pode ser acompanhada por qualquer uma das
duas calcas.
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20. ANALISE COMBINATORIA

o resultado final
primeira etapa

camiseta 1 |

{escolha]—){ camiseta 2}

camiseta 3 |

— [ =
| |
DO || —

T
—_

W
[\)

N
DN || =

Figura 20.1: Trés escolhas na primeira etapa e duas na segunda produzem
3 - 2 = 6 resultados.

O mesmo raciocinio vale para qualquer numero de etapas. Uma senha
com duas letras seguidas de trés algarismos, permitindo repeticdo, pode ser
formada de

26-26-10-10-10 = 262 - 103

maneiras.

20.2.3 Contagem pelo complemento

As vezes é mais simples contar todos os resultados e retirar os que nio servem.
Se U ¢é o conjunto de todas as possibilidades e A é a condigao desejada, entdo

Al = U] =47

Para contar senhas de quatro algarismos com pelo menos um 7, podemos
calcular

10 — 9%,

O primeiro termo conta todas as senhas; o segundo, aquelas em que nenhum
algarismo é 7.

20.3 Fatorial

Para um inteiro n > 1, definimos
nl=nn-1)Mn-2)---2-1.
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Também definimos 0! = 1. Essa convengao preserva relacdes como
n!=n(n—1)!

inclusive quando n = 1.
O fatorial cresce rapidamente. Por isso, antes de expandir tudo, é melhor
simplificar fatores comuns. Por exemplo,

10!

20.4 Permutacoes

20.4.1 Permutacio simples

Permutar n elementos distintos é coloca-los em uma ordem. Para a primeira
posicao ha n escolhas; para a segunda, n — 1; e assim sucessivamente. Portanto,

Pzl

As quatro letras A, B, C e D podem ser ordenadas de
4! =24

maneiras.

20.4.2 Permutacao com repeticao

Se alguns elementos sdo iguais, a permutacdo simples conta varias vezes a
mesma disposicdo. Se ha n; elementos iguais de um tipo, n, de outro, e assim
por diante, com

n1+n2+~-~+m:n,

entao

|
PT(Lm,nz,...,nr) — n

nyng! - m, !

Na palavra ARARA, as cinco posi¢des seriam contadas por 5!, mas trocar
os trés A entre si ou os dois R entre si ndo cria um novo anagrama. Logo,

5!
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20.4.3 Permutacio circular

Em uma fila, ha uma primeira posicdo bem definida. Em uma mesa redonda,
girar todos os participantes ao mesmo tempo nao altera a disposicao relativa.
Fixamos uma pessoa como referéncia e ordenamos as demais ao redor dela:

P = (n— 1)1

n

Assim, seis pessoas podem ocupar uma mesa redonda de
5! =120

maneiras, considerando iguais as disposicdes obtidas apenas por rotagdo. Uma
reflexdo, porém, continua sendo outra ordem, salvo indicacdo contraria.

20.5 Arranjos

Um arranjo simples escolhe p elementos entre n e também leva em conta a
ordem. Pelo principio fundamental,

App=nn—1)---(n—p+1),

ou, de forma compacta,

n!
(n—p)!|

Em uma turma com dez estudantes, escolher presidente e vice-presidente

da

np —

A10,2 - 109 - 90

resultados, pois os cargos sao diferentes.

20.5.1 Arranjos com repeticao
Se cada uma das p posicdes pode receber qualquer uma das n op¢des, inclusive
uma opc¢ao ja usada, ha
]
sequéncias. E o caso de codigos, senhas e placas quando a repeticio é permitida.
Uma placa no formato LLL-DDDD pode ser formada de
26° - 10*

maneiras.
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20.6 Combinacoes

Uma combinacao simples escolhe p elementos entre n sem considerar a
ordem. Se primeiro contarmos as escolhas ordenadas, cada grupo sera contado
p! vezes, uma para cada ordem interna. Portanto,

n
App = ( > pl,
n?p p
(n) B n!
p) pn—p!|
Uma comissao de trés pessoas escolhida entre dez pode ser formada de

10
=120
(5)

20.6.1 Duas propriedades importantes

e assim

maneiras.

Escolher os p elementos que entram equivale a escolher os n — p que ficam de

p n — p '

Também vale a relacao de Pascal:

6)-(,)-Go)
— 4 )
p p p—1
Para entendé-la, fixamos um elemento. As escolhas de p elementos se dividem

em dois casos disjuntos: as que nao contém o elemento fixado e as que o
contém.

20.6.2 Combinacao com repeticao

Quando escolhemos p objetos entre n tipos e um mesmo tipo pode aparecer
varias vezes, contamos multiconjuntos. A quantidade é

n—i—p—l)
) .
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20. ANALISE COMBINATORIA

Uma interpretacéo util é distribuir p objetos idénticos em n grupos. Repre-
sentamos os objetos por estrelas e usamos n — 1 barras como separadores.

2 objetos 1 objeto 3 objetos

Figura 20.2: A sequéncia xx | * | x * x representa uma distribuicio de seis
objetos em trés grupos.

Distribuir seis chocolates idénticos entre trés pessoas, permitindo que
alguém nao receba nenhum, corresponde a ordenar seis estrelas e duas barras:

(320) =)=

20.7 Binomio de Newton

Na expanséo de (a + b)", cada termo é obtido escolhendo, em cada um dos
n fatores, se tomamos a ou b. Para produzir a™ *b* escolhemos os k fatores
que fornecerao b. Ha (Z) maneiras de fazer isso. Logo,

(a+b)" = Zn: (Z) a"Fok,

k=0

Exemplo

No termo geral de (2x — 1)°,

(7)ot

o expoente de = é 5 — k. Para obter 23, precisamos de k = 2. O coeficiente é

(2) 23(—1)* = 80.
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20. ANALISE COMBINATORIA

20.8 Restricoes e divisao em casos

Restricoes alteram o numero de opgdes de uma ou mais etapas. Em vez
de aplicar diretamente uma férmula, é necessario incorporar a condicdo a
contagem.

Para formar numeros de quatro algarismos distintos, o primeiro algarismo
nao pode ser zero. Ha nove escolhas para ele. Depois de escolhé-lo, restam
nove digitos para a segunda posicao, oito para a terceira e sete para a quarta:

9-9.8-7=4536.

Quando uma condicdo cria possibilidades de naturezas diferentes, dividimos
a contagem em casos disjuntos e somamos os resultados. Quando a condicéo
tem a forma “pelo menos um”, a contagem pelo complemento costuma ser
mais curta.

20.9 Exercicios Propostos

Fundamentos
1. Calcule:
(a) 7!;
8!
(b) ik
© (3)-

2. Quantos anagramas diferentes tem a palavra BANANA?

Aplicacao

3. Em uma turma com doze estudantes, de quantas formas podemos esco-
lher um representante e um suplente?

4. De quantas formas podemos escolher cinco cartas de um baralho padréo
de 52 cartas?

Dominio

5. Quantas senhas de seis caracteres podem ser formadas com letras (A-Z)
e digitos (0-9), permitindo repeticdo?
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Quantos numeros de cinco algarismos distintos podem ser formados
com os digitos de 0 a 9 e sem comecar por zero?

Coroacao

7.

8.

10.

11.

12.

Determine o coeficiente de z* em (z + 2).

Quantos subconjuntos possui um conjunto com oito elementos? Inclua
o conjunto vazio.

De quantas maneiras sete pessoas podem sentar-se ao redor de uma
mesa circular, considerando iguais as disposicdes que diferem apenas
por rotagao?

Quantas sequéncias de cinco algarismos possuem pelo menos uma ocor-
réncia do algarismo 7? A repeticdo é permitida e o primeiro algarismo
pode ser zero.

De quantas maneiras oito doces idénticos podem ser distribuidos entre
quatro criangas, permitindo que uma crianca nao receba nenhum doce?

Em uma malha, um caminho parte de (0,0) e chega a (5,4) usando
apenas passos de uma unidade para a direita ou para cima. Quantos
caminhos diferentes existem?

20.10 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:
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principios aditivo e multiplicativo e contagem pelo complemento;
fatorial e permutacdes simples, com repeticéo e circulares;
arranjos simples e com repeticao;

combinacdes simples, propriedades e combinacdes com repeticio;
interpretacdo combinatoéria do bindémio de Newton;

restri¢des e divisdo da contagem em casos.



CariTUuLO 21
Probabilidade

Motivacao 21.1

Em muitas situag¢des precisamos tomar decisdes sem ter certeza do re-
sultado: um experimento pode dar certo ou nido, um dado pode cair
em qualquer face, uma peca pode sair defeituosa ou perfeita. A proba-
bilidade ¢ a linguagem matematica para medir o quanto um evento é
plausivel, sempre a partir de um modelo bem definido. Ela ndo elimina a
incerteza; organiza o que sabemos sobre ela.

Contexto historico 21.1

O estudo da probabilidade ganhou forma ao analisar jogos de azar nos
séculos XVII e XVIIL Pascal e Fermat discutiram problemas de apostas; de-
pois, Bernoulli e Laplace consolidaram métodos e interpretagdes. Hoje, a
probabilidade aparece em estatistica, ciéncia de dados, financas, medicina,
engenharia e em qualquer contexto em que ha incerteza.

21.1 Introducao

Um célculo de probabilidade comeca antes da formula. Primeiro descrevemos
o experimento e os resultados que ele pode produzir; depois, identificamos
quais desses resultados formam o evento de interesse; por fim, atribuimos
probabilidades de acordo com as condi¢des do problema.

Essas trés partes precisam estar de acordo. Em um dado ideal, por exemplo,
as seis faces podem ser tratadas como igualmente provaveis. Em um dado
viciado, o espago amostral continua sendo {1, 2, 3,4, 5, 6}, mas ja ndo podemos
supor que cada face tenha probabilidade %.
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Neste capitulo comecaremos pelos modelos finitos e equiprovaveis. Em
seguida, veremos como a informagao disponivel modifica as probabilidades,
como reconhecer independéncia e como combinar diferentes caminhos possi-
veis em experimentos realizados por etapas.

21.2 Experimentos, resultados e eventos

Chamamos de experimento aleatorio um procedimento cujo resultado nédo
pode ser previsto com certeza antes de sua realizacdo, embora possamos
descrever os resultados possiveis. Lancar um dado, retirar uma peca de uma
caixa e observar o tempo até uma lampada falhar sdo exemplos.

O conjunto de todos os resultados possiveis é o espaco amostral, geral-
mente indicado por (). Um evento é qualquer subconjunto de €2; ele ocorre
quando o resultado observado pertence a esse subconjunto.

No lancamento de um dado,

0 ={1,2,3,4,5,6}.
O evento A = “sair nimero par” é A = {2, 4, 6}, enquanto o evento B = “sair
nimero maior que 4” é B = {5,6}.
Entre os eventos, destacam-se:
+ 0 evento impossivel &;

« 0 evento certo 2;

+ o complementar A° = )\ A, formado pelos resultados em que A nio
ocorre.

21.2.1 A descricido do resultado importa

Se um dado é lancado duas vezes, o par (2, 5) é diferente de (5, 2), pois informa
a ordem dos langamentos. Um espacgo amostral adequado é

Q={(0,7); 1,5 € {1,2,3,4,5,6}},

com |2| = 36. Escolher corretamente a unidade de resultado evita muitos
erros de contagem.

204



21. PROBABILIDADE

21.3 Atribuicao de probabilidades

A cada evento A associamos um numero P(A) que satisfaz
0< P(A) <1, P(Q)=1 e P(o)=0.

Quanto mais proximo de 1, mais provavel é o evento; quanto mais préximo
de 0, menos provavel.

21.3.1 Modelo equiprovavel

Quando €2 € finito e todos os resultados elementares tém a mesma chance,
usamos a probabilidade classica:

Proposicao 21.1 (Probabilidade classica). Se os resultados de () sao equipro-
vaveis e A C ), entdo

_ 14
|
No dado ideal, ha seis resultados equiprovaveis e trés deles sdo pares.

Portanto,

P(A)

3 1

A férmula nao deve ser aplicada apenas porque conseguimos contar os casos:
é necessario que os resultados considerados sejam realmente equiprovaveis.

21.3.2 Complemento

Como A e A° dividem o espago amostral sem sobreposicio,
P(A)+ P(A°) = 1.

Logo,

(P(AY) =1—P(A).|

Essa relacdo é especialmente util em perguntas como “pelo menos um”, nas
quais pode ser mais simples calcular primeiro a probabilidade de nenhum.

Exemplo

Uma moeda justa é langada quatro vezes. A probabilidade de sair pelo menos

uma cara é

1

s
1 — P(nenhuma cara) = 1 — <—>

2) ~ 16
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21.4 Operacoes entre eventos
Dados eventos A e B:
« AN B ocorre quando A e B ocorrem juntos;
+ AU B ocorre quando pelo menos um deles ocorre;

« A\ B ocorre quando A ocorre, mas B nio.

AP
Q

A U B ocupa as duas regides circulares.

A B

Figura 21.1: Intersecdo e unido de dois eventos no espaco amostral.

Ao somar P(A) e P(B), a interse¢do é contada duas vezes. Corrigimos
essa repeticdo subtraindo-a uma vez:

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Se AN B = &, os eventos sdo disjuntos ou mutuamente exclusivos, e a
formula se reduz a

P(AUB) = P(A) + P(B).

Exemplo

Em uma turma, 60% gostam de Matematica, 40% gostam de Fisica e 25%
gostam de ambas. A probabilidade de um aluno escolhido ao acaso gostar de
Matematica ou Fisica ¢

0,60 + 0,40 — 0,25 = 0,75.

206



21. PROBABILIDADE

21.5 Probabilidade condicional

Quando recebemos uma informagio do tipo “sabendo que”, o universo de
comparacido muda. Se sabemos que B ocorreu, passamos a olhar apenas os
resultados de B; entre eles, os favoraveis a A sio osde AN B.

Proposicao 21.2 (Probabilidade condicional). Se P(B) > 0, entdo

P(AN B)
P(B)

P(A|B) =

Reorganizando a férmula, obtemos a regra do produto:

P(ANB) = P(B)P(A| B).

Ela descreve naturalmente experiéncias em etapas.

21.5.1 Arvore de probabilidades

Uma urna contém trés bolas vermelhas e duas azuis. Duas bolas s3o retiradas
sem reposi¢do. A arvore registra como as probabilidades mudam depois da

primeira retirada.
vermelha
azul

i vermelha
i el

2
4

vermelha

L]

inicio

(1)

Figura 21.2: Sem reposigéo, as probabilidades da segunda etapa dependem do
primeiro resultado.

Por exemplo,

3
P(vermelha e depois azul) = =

Ja sabendo que a primeira foi vermelha,

2
P(segunda azul | primeira vermelha) = 13
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21.6 Independéncia

Os eventos A e B sao independentes quando saber que um ocorreu nao
altera a probabilidade do outro:

P(A| B) = P(A),
desde que P(B) > 0. Pela regra do produto, isso equivale a
P(ANB)=P(A)P(B).

Lanca-se uma moeda justa e um dado ideal. O evento A = “dar cara” e o
evento B = “sair 6” sdo independentes, pois
1 11
P(ANB)=—=—--—.
( ) 12 2 6
Eventos disjuntos ndo devem ser confundidos com eventos independentes.
Se dois eventos de probabilidade positiva sdo disjuntos, a ocorréncia de um

impede a do outro; portanto, eles sdo dependentes.

21.7 Probabilidade total e Teorema de Bayes

Suponha que B, By, ..., B, dividam o espaco amostral em casos disjuntos.
Um evento A pode ocorrer por qualquer um desses casos. Somando os cami-
nhos possiveis,

P(A) = _ P(B)P(A| B).

Essa é a formula da probabilidade total.
Se A ja ocorreu e queremos descobrir por qual caso B; ele provavelmente
velio, usamos

P(B;)P(A| B))
P(A) .

Essa inversdo da condi¢do é conhecida como Teorema de Bayes.

P(B; | A) =

Exemplo

Uma fabrica possui duas maquinas. A maquina M, produz 60% das pecas e
apresenta 2% de defeituosas; a maquina M, produz 40% e apresenta 5% de
defeituosas. Se D é o evento “peca defeituosa”, entdo

P(D) =0,60-0,02+ 0,40 - 0,05 = 0,032.
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Sabendo que uma peca é defeituosa, a probabilidade de ela ter vindo de M, é

0,40 - 0,05

21.8 Ensaios repetidos e distribuicao binomial

Considere n repeticdes independentes de uma experiéncia com apenas dois
resultados: sucesso, de probabilidade p, e fracasso, de probabilidade 1 — p.
Uma sequéncia especifica com £ sucessos tem probabilidade

P —p)"
Como ha (Z) posicdes possiveis para os k sucessos, obtemos:

Proposicao 21.3 (Probabilidade binomial). A probabilidade de exatamente k
sucessos em 1. ensaios independentes é

P(X =) = (Z)pm e

Em trés lancamentos de uma moeda justa, a probabilidade de exatamente
duas caras é
3\ (1\* /1) 3
() ()=

21.9 Contagem aplicada a probabilidade

Em modelos equiprovaveis, analise combinatoria e probabilidade trabalham
juntas: contamos todos os resultados e, depois, os que pertencem ao evento.

Exemplo 1

Escolhe-se uma carta de um baralho padrao. Ha quatro ases e quatro reis, sem
sobreposicdo entre esses grupos. Logo,

444 2
P(as ourei) = % =4

209
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Exemplo 2

Escolhem-se duas pessoas ao acaso entre dez. Ha (120) = 45 duplas possiveis
e apenas uma delas é formada por duas pessoas especificas. Portanto, a
probabilidade é

21.10 Valor esperado

Quando uma experiéncia associa um valor numérico a cada resultado, pode-
mos calcular sua média tedrica. Se a variavel aleatoria X assume os valores
T1,..., Ty, definimos

O valor esperado nao precisa ser um resultado possivel em uma tnica tentativa;
ele descreve a média que tende a aparecer quando a experiéncia é repetida
muitas vezes.

Em um dado ideal,

1 1 1 21
E(X)=1-24+92.-Z4+... .- =22-35.
(X) 6+ 6+ +6 il 3.5

Nenhum lancamento produz 3,5, mas essa ¢ a média de longo prazo. Em jogos,
seguros e decisdes sob incerteza, o valor esperado permite comparar ganhos e
perdas ponderando cada consequéncia por sua probabilidade.

21.11 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. No lancamento de um dado ideal, qual é a probabilidade de sair:

(a) um ndmero par;
(b) um nimero maior que 4;
() um numero primo?
2. Em uma moeda justa lancada trés vezes, qual é a probabilidade de sair

exatamente duas caras?
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Aplicacao
3. Em uma turma, P(M) = 0,55, P(F') = 0,35 e P(M N F) = 0,20.
Calcule P(M U F)).

4. Uma urna tem cinco bolas brancas e trés pretas. Retiram-se duas bolas
sem reposi¢ao. Qual é a probabilidade de ambas serem brancas?

Dominio

5. Uma urna tem quatro bolas vermelhas e seis azuis. Retiram-se duas
bolas sem reposicdo. Qual é a probabilidade de a segunda ser vermelha
sabendo que a primeira foi azul?

6. Um dado e uma moeda sdo lancados. Os eventos “dar coroa” e “sair
numero par” sdo independentes? Justifique.

Coroacao

7. Retira-se uma carta de um baralho. Qual é a probabilidade de ela ser
uma figura (J, Q ou K)?

8. Uma senha é formada por duas letras (A-Z) seguidas de dois algarismos
(0-9), permitindo repeticdo. Se todas as senhas sdo igualmente provaveis,
qual é a probabilidade de a senha comecar com a letra A?

9. Duas maquinas, A e B, produzem respectivamente 70% e 30% das pecas
de uma fabrica. As taxas de defeito sdo 1% em A e 4% em B.

(a) Qual é a probabilidade de uma peca escolhida ao acaso ser defeitu-
osa?

(b) Sabendo que a peca é defeituosa, qual é a probabilidade de ela ter
sido produzida por B?

10. Um jogador acerta cada lance livre com probabilidade 0,8. Admitindo
independéncia entre os langamentos, qual é a probabilidade de ele acertar
exatamente quatro de cinco lances?

11. Dois dados ideais sdo lancados. Qual é a probabilidade de a soma ser 8§,
sabendo que pelo menos um dos dados mostrou 3?

12. Mostre que dois eventos disjuntos, ambos com probabilidade positiva,
nao podem ser independentes.
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21.12 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:
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experimentos aleatdrios, espagos amostrais e eventos;
probabilidade em modelos equiprovaveis e evento complementar;
unido, intersecao e inclusao—exclusio;

probabilidade condicional, regra do produto e independéncia;
probabilidade total e Teorema de Bayes;

ensaios independentes e probabilidade binomial;

contagem aplicada a modelos equiprovaveis;

valor esperado de uma variavel aleatoéria discreta.



CariTULO 22

Sequeéncias Numéricas

Motivacao 22.1

Muitos fendmenos seguem padrdes: o crescimento de uma populacéo, os
depositos mensais em uma poupanca, o numero de folhas de uma planta
em cada estacdo. Uma sequéncia é uma forma de registrar esses padroes
com ndmeros, termo a termo. Neste capitulo vamos aprender a reconhecer
padrdes, descrever sequéncias por formulas ou recorréncias, e estudar
casos classicos como PA, PG e Fibonacci.

Contexto historico 22.1

Uma historia classica sobre padrdes em sequéncias é atribuida a Carl
Friedrich Gauss ainda crianga. Conta-se que, na escola, ele recebeu a
tarefa de somar os numeros de 1 a 100:

I+2+---+100.

Em vez de adicionar termo a termo, ele reorganizou a soma observando
que, ao parear extremos, surgia sempre o mesmo resultado:

(1+100) = (2+99) == (50+51) = 101.
Como existem 50 pares, a soma total é
1+24---4100 =50-101 = 5050.

O mais importante nessa solucdo nio é o nimero 5050, mas a ideia:
reconhecer uma regularidade e transforma-la em um método geral.
Para um inteiro n, o mesmo pareamento mostra que

n(n+ 1)

1424 +n=—=,
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que é justamente a féormula de soma de uma progressao aritmética.
Esse tipo de raciocinio aparece em muitas situagdes: em juros simples,
o0 acréscimo é constante e a sequéncia cresce como uma PA; em juros
compostos, multiplicamos sempre pelo mesmo fator, e a sequéncia cresce
como uma PG. Outra linha histérica famosa é a de Leonardo de Pisa (Fibo-
nacci), que em 1202 apresentou uma sequéncia definida por recorréncia
ao estudar um problema de reproducio. A partir dai, ficou claro que nem
toda sequéncia precisa ser descrita por uma féormula pronta: as vezes a
regra mais natural é "o proximo termo depende dos anteriores".

Assim, o estudo de sequéncias se tornou uma ponte entre padrdes (obser-
vagao), recorréncias (processo) e formulas de soma (calculo eficiente),
aparecendo tanto em problemas classicos quanto em modelos modernos
de crescimento e variacao.

22.1 Introducao

Chamaremos de sequéncia uma funcdo que associa a cada n € N um numero
real a,,. Na pratica, a sequéncia é apresentada listando seus primeiros termos
e descrevendo a regra.

22.2 Como uma sequéncia pode ser descrita

Uma sequéncia pode ser finita, quando possui dltimo termo, ou infinita,
quando o processo continua indefinidamente. A lista

2774776778

é finita; ja
2,,4,.6,.8,...

indica uma sequéncia infinita.
Ha duas maneiras fundamentais de registrar a regra. Na forma explicita,
o termo a,, é calculado diretamente a partir de n. Por exemplo,

a, =2n+1

produz 3,5,7,9,.... Na forma recorrente, cada termo é construido a partir
de termos anteriores. A mesma sequéncia pode ser escrita como

a; = 3,qquada, = a,_1 +2 (n>2).
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Conhecer as duas formas é tutil: a recorréncia mostra como a sequéncia
cresce; a expressao explicita permite encontrar um termo distante sem calcular
todos os anteriores.

Quando somamos termos consecutivos, usamos com frequéncia a notacao

Zak:a1+a2+---+an.
k=1

O simbolo » ndo cria uma nova operagéo: ele apenas escreve uma soma longa
de maneira compacta.

22.3 Padroes

Exemplo

Identifique uma regra para a sequéncia 2, 5, 8, 11, 14, ...

Solucio

A diferenca entre termos consecutivos é sempre 3, logo é uma PA com
a; = 2er = 3. Assim,

an=2+(m—1)-3=3n—1.

Exemplo

Identifique uma regra para a sequéncia 3, 6, 12, 24, 48, ...

Solucio

Cada termo é o dobro do anterior, entdo é uma PG coma; = 3eqg = 2.
Logo,

a, =3-2"1.

22.4 Recorreéncias

Definicao

Uma recorréncia define a,, em funcdo de termos anteriores, junto com condi-
cOes iniciais (por exemplo, a; e as).
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Exemplo

Considere a; = 1 e a, = a,_1 + 2 paran > 2. Calcule as.
Solucio
Temos ay = 3,a3 =5, a4 = 7Teas = 9.

22.5 Sequéncia de Fibonacci

Definicao
A sequéncia de Fibonacci é definida por

Fr=1 F=1 F,=F,1+F,2(n>23).
Os primeiros termos sao

1,1,2,3,5,8,13,...

Exemplo

Calcule F7.
Solucao
F3:2,F4:3,F5:5,F6:86F7:13.

22.6 PA (Progressao Aritmética)

Definicao

Uma PA é uma sequéncia em que a diferenca entre termos consecutivos é
constante (7).
Partindo de a; e somando r repetidamente, chegamos ao termo geral

a, = a1+ (n—1)r.

Se r > 0, a PA é crescente; se r < 0, é decrescente; se r = 0, é constante.

Exemplo

Numa PA, a; = 7 e r = —2. Determine aqg.
Solucao

a0 =T+ (10 —1)(=2) = 7 — 18 = —11.
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22.7 PG (Progressao Geométrica)

Definicao

Uma PG é uma sequéncia em que a razao entre termos consecutivos é constante

(@)

Como cada termo é obtido multiplicando o anterior por g,

n—1
an = a1q"" .

O comportamento depende do sinal e do moédulo de ¢q. Parag > 1 e a; > 0, os

termos crescem; para 0 < ¢ < 1, aproximam-se de zero; para ¢ < 0, os sinais
se alternam.

Exemplo

Numa PG, a; = 5 e ¢ = 3. Determine ag.
Solucio

ag="5-3"=05-243 = 1215.

22.8 Soma de termos

Soma na PA

Se (a,) é PA, entdo

n(a; + ay)
S, =
2

Exemplo
Calcule Sop daPAcoma; =4er = 3.

Solucio

Primeiro,

CL20:4+193:61

Entao,

20(4 + 61)

Sao = =10 - 65 = 650.
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Soma na PG

Se (a,) é PG com ¢ # 1, entdo

q" —1
g—1

Essa formula nasce de uma subtragao simples. Se

Sp=a; +a1q+ -+ ag"

entdo ¢S, — S, = a1¢" — a;. Portanto,
(¢g—1)S, =ai(¢" — 1),

o que fornece a expressao anterior.

Exemplo
Calcule Sg daPGcoma; =2eq = 2.
Solucao
28 —1
S =2 G =2(256 — 1) = 510.

Soma de uma PG infinita
Se |q| < 1, as poténcias ¢" se aproximam de zero. Nesse caso, a soma infinita
possui valor finito:
aq
1—q

Seo =1+ amrg+ag* +--- =
Por exemplo,

IR R PP
2 4 8 C1-1 7

Nio estamos dizendo que a soma termina; estamos dizendo que suas somas
parciais se aproximam cada vez mais de 2.

22.9 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Determine se as sequéncias abaixo sdo PA, PG ou nenhuma delas:
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22. SEQUENCIAS NUMERICAS

) 1,4,7,10,...
(b) 2, 6, 18, 54, . . .
() 1,1,2,3,5,...

2. Em uma PA com a; = 3 e r = 5, calcule aq».

Aplicacao

3. Calcule a soma S3g daPA coma; =2er = 4.

1
4. Emuma PGcoma; =8leq = 3 calcule ag.

Dominio
5. Uma sequéncia é definida por a; = 2 e a,, = 3a,,_1 paran > 2.

(a) Escreva a, na forma explicita.
(b) Calcule Sg.

6. (Fibonacci) Calcule F}.

Coroacao
7. Uma PG tem a; = 6 e ¢ = 2. Qual é o menor n tal que a,, > 1000?

8. Uma sequéncia é definida por a; = 1, a3 = 2 e a, = a,_1 + ay_o.
Calcule ag.

22.10 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

« reconhecimento de padrdes em sequéncias;

« formas explicitas, recorréncias e notacao de somatorio;

sequéncia de Fibonacci;

progressao aritmética (PA): termo geral e soma;

progressdo geométrica (PG): termo geral, soma finita e soma infinita
para |q| < 1.
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CariTULO 23

Exercicios da Parte V: Contagem
e Sequeéncias

Contagem, probabilidade e sequéncias lidam com possibilidades, mas nao
da mesma maneira. Em contagem, precisamos decidir quando duas escolhas
sdo diferentes; em probabilidade, quais resultados tém o mesmo peso; em
sequéncias, qual regularidade permanece de um termo para o seguinte.

23.1 Exercicios Propostos

Fundamentos

1.

220

Quantos nimeros de 3 algarismos distintos podem ser formados com os
digitos 1,2,3,4,5?

Quantos niimeros pares de 3 algarismos (néo necessariamente distintos)
podem ser formados com os digitos 0,1,2,3,4,5?

De quantas maneiras 6 pessoas podem sentar em uma fila de 6 cadeiras?

. De quantas maneiras 6 pessoas podem sentar em uma mesa redonda?

(Considere rotagdes como iguais.)

Uma urna tem 3 bolas vermelhas e 2 azuis. Retira-se 1 bola ao acaso.
Qual a probabilidade de sair azul?

Numa PA com a; = 5 e razdo r = 3, determine ayg.

. Numa PG com a; = 2 e razdo ¢ = 2, determine asg.



23. ExgErcicios pA PARTE V: CONTAGEM E SEQUENCIAS

Aplicacao

8.

Uma senha tem 4 caracteres, usando apenas as letras A, B e C. Quantas
senhas podem ser formadas?

9. Uma senha tem 5 digitos e ndo pode comecar com 0. Quantas senhas

podem ser formadas usando os digitos 0-9, com repeti¢ao?

10. Em uma sala com 10 alunos, quantas duplas diferentes podem ser for-
madas?

11. Um grupo de 12 alunos vai escolher um representante e um vice. De
quantas formas isso pode ser feito?

12. Uma moeda ¢é lancada 3 vezes. Qual a probabilidade de sair exatamente
2 caras?

13. Dois dados honestos sdo langados. Qual a probabilidade de a soma ser
7?

14. A soma dos 20 primeiros termos de uma PA é 210 e a; = 3. Determine
a razao.

15. Numa PGcoma; =3 eq = %, calcule Sg.

Dominio

16. Quantos anagramas diferentes tem a palavra MATEMATICA?

17. Quantos anagramas diferentes tem a palavra ARARA?

18. Uma caixa tem 5 pecas boas e 3 defeituosas. Retiram-se 2 pecas sem
reposicdo. Qual a probabilidade de as duas serem boas?

19. Uma urna tem 6 bolas numeradas 1 a 6. Retiram-se 2 sem reposicao.
Qual a probabilidade de a soma ser 7?

20. Numa PG, a3 = 12 e ag = 96. Determine g e a;.

21. Numa PA, a4 = 11 e a13 = 35. Determine a; e a razio.
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Coroacao

22. (Desafio) Uma funcao a,, é definida por a; = 1 e a,4+1 = 2a, + 1.
Encontre uma féormula para a,,.

n

140b,

23. (Desafio) Sejab; =2 e b, 1 = . Conjecture o valor de b,, e prove

por inducao.
24. (Desafio) (Com desenho) Em uma grade 3 x 3, quantos caminhos mi-

nimos existem do canto inferior esquerdo ao canto superior direito,
movendo apenas para a direita e para cima?

25. (Desafio) Um baralho padrao tem 52 cartas. Retiram-se 5 cartas. Qual a
probabilidade de obter exatamente 2 ases?
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CAariTULO 24

Sistemas Lineares

Motivacao 24.1

Muitas situacdes exigem descobrir valores desconhecidos usando varias
informacdes ao mesmo tempo.

Ao calcular precos de produtos, analisar circuitos elétricos, estudar mis-
turas quimicas ou modelar fenémenos fisicos, frequentemente obtemos
diversas relagdes envolvendo as mesmas incognitas.

Por exemplo:

T4y =12

20 —y =3
Resolver esse sistema significa encontrar valores de x e y que satisfacam
simultaneamente ambas as equagdes. Mais importante do que decorar
técnicas sera compreender a ideia central: cada equacao restringe as

possibilidades até restarem apenas as solucdes compativeis com
todas elas.

Contexto historico 24.1

Problemas envolvendo sistemas de equagdes aparecem ha milhares de

anos.
Os babildnios ja resolviam problemas equivalentes a sistemas simples
por volta de 1800 a.C., principalmente em questdes ligadas ao comércio,
construcdes e divisdo de terras.

Séculos depois, matematicos chineses desenvolveram métodos extrema-
mente organizados para resolver varios sistemas simultaneamente. No
livro Os Nove Capitulos da Arte Matematica, escrito entre os séculos II a.C.
e I1d.C., aparecem técnicas muito proximas do moderno escalonamento.
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24. SISTEMAS LINEARES

24.1 Introducao

Um sistema linear é um conjunto de equagoes lineares envolvendo as mesmas

incégnitas.
rT+y=>
20 —y =4

Exemplo:
Resolver o sistema significa encontrar valores que satisfacam simultanea-
mente todas as equacdes.

Ideia geométrica inicial
Cada equagao do tipo
axr +by =c

representa uma reta no plano.
Assim, resolver um sistema linear equivale a encontrar os pontos em comum
entre essas retas.

Observacao

Uma unica equagio geralmente possui infinitas solugoes.
Por exemplo, z + y = 5 aceita (0,5), (1,4), (2,3), (10,-5),...
Quando adicionamos uma nova equacao, diminuimos as possibilidades.
E justamente essa combinacdo de restricdes que permite determinar as
incégnitas.

24.2 Teoremas e testes

Proposicao 24.1 (Forma geral). Um sistema linear 2 x 2 possui a forma

ar +by =c
der+ey=f
onde
a,b,c,d,e, f € R.

Proposicio 24.2 (Operagdes equivalentes). As seguintes operagoes preservam
o conjunto solugdo:
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24. SISTEMAS LINEARES

« trocar duas equacgoes;
« multiplicar uma equacdo por niimero ndo nulo;
« somar a uma equagdo um multiplo de outra.

Proposicao 24.3 (Classificacdo). Todo sistema linear pertence exatamente a
um dos casos:

« SPD: possui solugdo tinica;
« SPI: possui infinitas solugoes;
« SI: nao possui solugao.
Teste 24.4 (Reconhecimento rapido). + Retas concorrentes = SPD.
« Retas coincidentes = SPI.

« Retas paralelas distintas = SI.

24.3 Meétodo da substituicao

A ideia do método da substituicéo é:
1. isolar uma incognita;
2. substituir na outra equacao;

3. resolver a equacdo restante.

Exemplo

Resolva:
r+y=9
r—y=1
Solucao

Da segunda equagéo, x = y + 1. Substituindo na primeira, (y + 1) +y = 9,
logo 2y + 1 = 9. Entdo 2y = 8 e portanto y = 4. Agoraz =y +1 =5, e
assim (x,y) = (5,4).
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Exemplo
Resolva:
3z +y=11
r—2y=—1
Soluciao

Da segunda equagdo, x = 2y — 1. Substituindo na primeira, 3(2y —1)+y =
11,1logo 6y —3 +y = 11. Entdo 7y = 14 ey = 2. Agorax =2(2) — 1 =3
portanto, (z,y) = (3, 2).

24.4 Meétodo da adicao

No método da adi¢do, manipulamos as equagdes para eliminar uma incognita.

Exemplo
Resolva:
20 +y =11
v —y=4
Solucio

Somando as equagdes, (2z +y) + (3z —y) = 1144, logo 5z = 15 e, assim,
T =3.

Substituindo em 2x 4+ y = 11, obtemos 2(3) +y = 11. Entdo 6 + y = 11 e
y = 5. Portanto, (z,y) = (3,5).

Exemplo
Resolva:
dor + 3y = 18
20 — 3y = —6
Solucio

Somando as equagdes, (4x + 3y) + (2z — 3y) = 18 4+ (—6), logo 6x = 12
exr = 2.

Substituindo em 2x — 3y = —6, obtemos 2(2) — 3y = —6. Entdo 4 — 3y =
—6, -3y =—-10ey = %. Assim, a solucéo é (2, 13—0)

227



24. SISTEMAS LINEARES

24.5 Interpretacao geométrica
Cada equagio linear do tipo
axr +by=c
representa uma reta no plano cartesiano.
Assim, resolver um sistema linear equivale a procurar os pontos que per-
tencem simultaneamente as retas do sistema.
Geometricamente, existem apenas trés possibilidades:
« as retas se cruzam em um Unico ponto;
« as retas coincidem;

« as retas sdo paralelas distintas.

Cada caso corresponde a um tipo de sistema.

SPD (Sistema Possivel e Determinado)

Quando as retas se cruzam em um Unico ponto, existe exatamente uma solucao.

= uma Unica solucao.

T2

1

Nesse caso, o ponto de interse¢ao fornece a solugao do sistema.
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24. SISTEMAS LINEARES

SPI (Sistema Possivel e Indeterminado)

Quando as retas coincidem, todos os pontos da reta satisfazem ambas as
equacoes.

= infinitas solucdes.

I't = 79

\ X

As duas equagdes representam exatamente a mesma reta.

SI (Sistema Impossivel)

Quando as retas sao paralelas distintas, ndo existe ponto comum entre elas.

= nenhuma solucio.

Y

Como néo existe intersecdo entre as retas, o sistema nao possui solucéo.
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Exemplo

Considere o sistema:
r+y=4
20 + 2y =8
Solucio

Multiplicando a primeira equagao por 2, obtemos 2z + 2y = 8.
Portanto, a segunda equagao é apenas uma repeticido da primeira.

As duas equacdes representam a mesma reta.

Logo, o sistema possui infinitas soluc¢des e é classificado como um SPIL

24.6 Escalonamento

O escalonamento consiste em transformar o sistema em outro equivalente,

mas progressivamente mais simples.
A ideia principal é eliminar incognitas passo a passo.

Exemplo
Resolva:
r+y+z2==06
2 —y+2=3
rT+2y—z=>
Solucao

Subtraindo a primeira equacio da terceira, (x+2y—z)—(x+y+2) = 5—6,
logoy — 2z = —1.

Agora, subtraindo duas vezes a primeira equacio da segunda, (2z — y +
z)—=2(x+y+2)=3—12,entdo -3y — z = —9.

Obtemos o sistema:
y—2z2=-—1
—3y—z=-9

Da primeira equagéo, y = 2z—1. Substituindo na segunda, —3(2z—1)—z
_9;10g0 —6z4+3—2=-9, —Tz=—-12ez= 1—72Ag0ray:2%_1 —
Substituindo em x + y + z = 6, obtemos = + 1_77 + 1_72 — 6. Entdo = + % -6

— 13 i 80 6 (1B 17 12
er = 7.A551m,asolu<;aoe(7, = 7).

17
=
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24.7 Sistemas homogéneos

Um sistema linear é chamado homogéneo quando todos os termos indepen-

dentes sdo iguais a zero.
r+y—2z2=0
20—y +32=0

Exemplo:
Todo sistema homogéneo possui pelo menos a solucdo z =y = 2z = 0,
chamada de solucao trivial.

24.8 Discussao de sistemas

Em alguns sistemas, o numero de solucdes depende de parametros.

Exemplo

Considere:
T+y=2
20+ 2y =k
Solucio
Multiplicando a primeira equacédo por 2, obtemos 2z 4 2y = 4. Logo:
« se k =4, o sistema ¢é SPI;
« se k # 4, o sistema é SL
24.9 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Resolva os sistemas abaixo.

r+y=2~8
2e+y=17
(b) {x_y_
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3z +y =10
()
rT—y=2

or — 2y =11
(d){
TH+y="7

2. Classifique cada sistema em SPD, SPI ou SI.

r+y=3
(a)
20+ 2y =6

r+y=1
(b){
r+y=4

20—y =5
(©)
dr — 2y = 10

3. Resolva os sistemas utilizando o método da substituicio.

r+y=9
(a)
20 —y =6

3r+2y =14
(b){
r—y=1

4. Resolva os sistemas utilizando o método da adicao.

@ {4x+y =13

20 —y =95

3+ 2y =12
(b)

ox — 2y = 20

5. Determine o valor de k para que o sistema seja impossivel:
TH+y=2
2v4+2y =k
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Aplicacao

6. Em uma lanchonete, 2 hamburgueres e 1 refrigerante custam R$31. Ja 1
hamburguer e 2 refrigerantes custam R$23.

Determine o preco de cada item.

7. Resolva o sistema:

r+y+z=9
r—y+z=9>5
2r+y—2=4

8. Um estacionamento possui carros e motos. Ao todo existem 30 veiculos
e 94 rodas.

Determine a quantidade de carros e motos.

9. Resolva:
20 +y—2=17
r—2y+3z2=1
3x+y+2z=12
Dominio

10. Discuta o sistema em funcéo de k:
r+y=1
20+ 2y =k

11. Resolva:
r+2y—2=3
2 —y+z2=1
3r+y+2z=10

12. Determine os valores de k para os quais o sistema é SPI:
rT+y=2
2v+2y==F
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13. Resolva:
r+y+z=4
2r—y+32=9
3r+2y—2=38
Coroacao

14. Determine os valores de k para os quais o sistema possui solugéo Unica:

r+y+z=1
r+ky+z=2
r+y+kz=3
15. Resolva:
r+y+z=6

x4+ 2y+4z =15
x+4y 4+ 162 = 45

16. Encontre todos os valores de a para os quais o sistema possui infinitas
solucdes:

r+y+z=1
20 +ay + 2z =2
3r+2y+32=3

17. Trés nimeros possuem soma igual a 26.
O segundo excede o primeiro em 4 unidades.
O terceiro é igual ao dobro do primeiro menos o segundo.

Determine os trés numeros.

18. Considere o sistema:

r+y+z=2
20+ 3y+52=7
de + Ty + 132 =17

234



24. SISTEMAS LINEARES

Sem resolver completamente o sistema, determine o valor de

T+ 2y +4z.

24.10 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:
« defini¢do de sistemas lineares;
« métodos da substitui¢do e da adi¢io;
« interpretacdo geométrica;
« classificagdo em SPD, SPI e SI;
« escalonamento;
« sistemas homogéneos;

« discussdo de sistemas com parametros.
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CariTULO 25

Matrizes

Motivacao 25.1

Grandes quantidades de informacdes muitas vezes precisam ser organiza-
das de forma eficiente.

Notas de alunos, imagens digitais, tabelas financeiras, redes sociais, cir-
cuitos elétricos, sistemas lineares e até graficos computacionais utilizam
estruturas organizadas em linhas e colunas.

Uma imagem em tons de cinza, por exemplo, pode ser representada por
numeros:

12 45 90
30 80 120
15 60 200

Cada nuimero representa a intensidade luminosa de um pixel.

As matrizes surgem justamente como uma ferramenta poderosa para
organizar, manipular e transformar informacoes de maneira sistematica.
Mais do que simples tabelas, elas funcionam como estruturas algébricas
capazes de representar transformacdes geomeétricas, resolver sistemas
lineares e modelar fendmenos complexos.

Contexto historico 25.1

Os chineses, em Os Nove Capitulos da Arte Matematica, ja organizavam
coeficientes em tabelas retangulares semelhantes as matrizes modernas.
Entretanto, o conceito formal de matriz surgiu apenas no século XIX,
principalmente com os trabalhos de Arthur Cayley, que percebeu que
essas tabelas poderiam ser manipuladas algebricamente como objetos
proprios.

A partir dai, matrizes tornaram-se fundamentais em praticamente toda a

matemaética moderna.
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25. MATRIZES

25.1 Introducao

Uma matriz é uma tabela retangular formada por nimeros organizados em

linhas e colunas.
Por exemplo, a matriz
1 2 3
A= [4 5 6}
possui 2 linhas e 3 colunas; dizemos, portanto, que sua ordem é 2 x 3.

Interpretacao intuitiva

Cada linha pode representar um objeto diferente.
Cada coluna pode representar uma caracteristica diferente.

Por exemplo, a matriz
7 8 9
5 6 10

poderia representar notas de dois alunos em trés provas:
« primeira linha — aluno 1;
« segunda linha — aluno 2;
« colunas — provas.

As matrizes surgem justamente porque organizar informacdes dessa forma
permite realizar calculos rapidamente e identificar padrdes com facilidade.
Notacao
Uma matriz genérica pode ser escrita como

A= (aij)mxm
onde:
« m representa o numero de linhas;
« n representa o nimero de colunas;

+ a;; representa o elemento da linha 7 e coluna j.
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Como localizar elementos

O indice da linha aparece primeiro e o indice da coluna aparece depois. Assim,
a3 significa linha 2, coluna 3.

Exemplo
Na matriz
31
A=
temos a;2 = 1, pois o nimero 1 estd na linha 1 e coluna 2. Além disso,
a91 = 7, pois o numero 7 esta na linha 2 e coluna 1.

25.2 Tipos especiais de matrizes

Algumas matrizes aparecem com tanta frequéncia que recebem nomes especi-
ais.

Reconhecer rapidamente esses formatos sera importante nos proéximos
capitulos.

Proposicao 25.1 (Matriz quadrada). Uma matriz é quadrada quando possui o
mesmo numero de linhas e de colunas.

5

Proposicao 25.2 (Matriz identidade). A matriz identidade possui 1 na diagonal
principal e 0 nos demais elementos.

Por exemplo, a matriz

possui ordem 2 x 2.

Por exemplo,
100
Iy;=10 1 0
001
Ela funciona como o nimero 1 da multiplicacdo matricial, pois Al = I A = A.

Proposicao 25.3 (Matriz nula). Uma matriz é nula quando todos os seus
elementos sdo iguais a zero.

00

00

Por exemplo,
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25. MATRIZES

funciona como o zero da algebra matricial.

Proposicao 25.4 (Matriz diagonal). Uma matriz diagonal possui todos os
elementos fora da diagonal principal iguais a zero.

Por exemplo, na matriz
0
0
-1

S O N
S ot O

a diagonal principal é formada pelos elementos 2, 5 e —1.

25.3 Igualdade de matrizes
Duas matrizes sao iguais quando:

+ possuem a mesma ordem;

« possuem elementos correspondentes iguais.

Isso significa que cada posicdo deve coincidir exatamente.

Exemplo

Se
x 2| |1 2
3yl |3 4]’
entdo os elementos correspondentes devem ser iguais. Comparando posicéao
por posi¢do, x = ley = 4.
25.4 Adicao e subtracao

A soma de matrizes é feita elemento a elemento.
Ou seja:

« somamos entradas que ocupam a mesma posi¢ao;
« linha com linha;

« coluna com coluna.
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25. MATRIZES

Exemplo
12] [ 1] [1+5 2+1] [6 3
34/ Tl0 2| T340 4+(-2)| T [3 2|

Observacao

S6 é possivel somar matrizes de mesma ordem: néo faz sentido somar 2 x 2
com 3 X 1, pois as posicdes deixariam de corresponder.

Exemplo
2 1 5 2] [-3 -1
{4 3}_{1 —1]_{3 4}
25.5 Multiplicacao por escalar

Multiplicar uma matriz por um nimero significa multiplicar todos os seus
elementos por esse nimero.

Exemplo
1 -2 3 -6
3[4 0} - {12 0}
25.6 Multiplicacao de matrizes

A multiplicacdo de matrizes é uma das operacdes mais importantes de toda a
Algebra Linear.

Diferente da soma, ela nio é feita elemento a elemento.

Na verdade, multiplicar matrizes significa combinar informacgdes de ma-
neira organizada.

Ideia central

Cada elemento da matriz resultante surge da combinacio:

+ de uma linha da primeira matriz;
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« com uma coluna da segunda matriz.

Em outras palavras:
linha x coluna

Esse é o nucleo da multiplicacdo matricial.

Condicao de existéncia

Nem toda multiplicacdo pode ser realizada. Se A,,x,, € B,x,, entdo AB s6
existe quando n = p. Ou seja:

o numero de colunas da primeira matriz deve coincidir com o namero
de linhas da segunda.

Exemplo de verificacao

Considere Asx3 e B3xy. Como 3 = 3, o produto existe, e o resultado tera
ordem 2 x 4.
Ja Asy3 e Bayo ndo podem ser multiplicadas nessa ordem, pois 3 # 2.

Como calcular cada elemento

Cada entrada do produto é obtida:
1. multiplicando elementos correspondentes;

2. somando os resultados.

Exemplo inicial

Considere

A=[1 2 e B:m.

As ordens sdo Aj o e Byy; como 2 = 2, o produto existe.
Fazendo linha x coluna,

AB=[1-3+2-4] = [11].
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Exemplo completo

NN

Primeiro elemento

Multiplique

Usamos a primeira linha de A com a primeira coluna de B:

1-5+2-2=5+4=0.

Segundo elemento

Primeira linha com segunda coluna:

1-1+2-0=14+0=1.

Terceiro elemento

Segunda linha com primeira coluna:

3:54+4-2=1548=23.

Quarto elemento

Segunda linha com segunda coluna:
3:1+44-0=3+0=3.
Portanto,

9 1
AB_[ZB 3]'

Esquema visual
5 1
3 4 0
1-54+2-2=9
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Observacao

Em geral, AB # BA: a multiplicacdo matricial ndo é comutativa.
Esse é¢ um dos erros mais comuns no inicio do estudo de matrizes.

25.7 Interpretacao geométrica

Uma matriz ndo serve apenas para organizar numeros.
Ela também pode representar transformacoes geométricas no plano.
Quando multiplicamos uma matriz por um vetor, estamos transformando
geometricamente esse vetor.
Dependendo da matriz, podemos:

« aumentar ou diminuir comprimentos;

girar figuras;

refletir pontos;

+ deformar regides;

alterar direc¢oes.

Essa ideia é extremamente importante em:

computacéo grafica;
« modelagem 3D;

« animacoes;

« fisica;

« robotica;

» inteligéncia artificial.

A matriz identidade

Considere a matriz
I 10
|10 1)’
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que nao altera nenhum vetor. Por exemplo,

=)

Geometricamente, todos os pontos permanecem exatamente na mesma
posicao.

v=(2,1)

A transformacio nao modifica o vetor.

Expansao geométrica

Agora considere a matriz

2 0
1=lial

que multiplica todas as coordenadas por 2 e, portanto, produz uma expansao.

Exemplo geométrico

. Multiplicando, obtemos

wB90-B

Observe o que aconteceu:

2

) 1
Considere o vetor v = [

+ adirecdo do vetor foi preservada;
+ o comprimento dobrou;

« todas as coordenadas foram multiplicadas por 2.
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Representacao grafica

Y

O vetor transformado permanece na mesma dire¢cdo, mas possui compri-
mento maior.

Compressao
Considere agora a matriz
5 0
B = |:2 1:| )
0 3

que reduz todos os comprimentos pela metade.

2] , obtemos {1

Aplicando em [ 4 5

} : a direcdo continua igual e o vetor fica

menor.

Reflexao

A matriz

1 0
0 -1
reflete pontos em relacio ao eixo z. Por exemplo,
1 0|2 |2
0 —1( (3| |=-3|"
O ponto mantém a coordenada x, mas troca o sinal da coordenada y.
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Rotacao
Algumas matrizes conseguem girar vetores.

Por exemplo,
0 -1
1 0

. . . ) L . ) 1
realiza uma rotacdo de 90° no sentido anti-horario. Aplicando em {O} , obtemos

il

O vetor originalmente horizontal tornou-se vertical.

Conclusao geométrica

Em Algebra Linear, matrizes frequentemente devem ser interpretadas como:
maquinas de transformacao geométrica.

Elas recebem vetores de entrada e produzem novos vetores transformados.

25.8 Matriz transposta

A transposta de uma matriz é obtida trocando linhas por colunas.
Ou seja:

+ a primeira linha vira a primeira coluna;
+ a segunda linha vira a segunda coluna;

« e assim sucessivamente.

Exemplo
Se
1 2 3
A= [4 5 6}’
entao
1 4
AT =12 5
3 6
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25.9 Matrizes e sistemas lineares

Sistemas lineares podem ser representados matricialmente.

Considere o sistema
rT+y=>5
20—y =1

G-

Essa forma compacta sera extremamente importante em Algebra Linear.

Podemos escrevé-lo como

25.10 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Determine a ordem de cada matriz.

(a) L{) ﬂ
() [1 0 2]
1

(c) |2
3

2. Considere a matriz:

Determine os elementos pedidos.

(@) ar
(b) axn

(c) ass
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3. Determine os valores de x e y para que as matrizes sejam iguais:

F -
I

5. Multiplique a matriz pelo escalar indicado:

2[4 ]

4. Efetue a soma:

Aplicacao

6. Efetue o produto matricial:
1 2112 1
3 4110 5

7. Verifique se o produto abaixo existe. Em caso afirmativo, determine a
ordem da matriz resultante.

A2><3 ' BB><2
8. Determine:
(A+ B)"
para:
1 2 0 -1
Sl T R Y
9. Represente matricialmente o sistema:
r+y=4
20 —y =1
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Dominio
10. Calcule:
AQ
para:
1 2
a=1o 3
11. Verifique se:
AB = BA
para:
1 1 20
a=lo] 21

12. Determine todas as matrizes X tais que:
XJ“B ﬂ:{g —12]
13. Determine geometricamente o efeito da matriz:
b 3
0 3
sobre vetores do plano.

Coroacao

14. Determine a matriz X tal que:

AX =B
onde:
1 2 5 0
a=l3i =
15. Considere:
1 1
a=[i o
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17.

Calcule:

A2 A3 A%

O que vocé percebe nos resultados?

Mostre que:
(AT = A
para qualquer matriz A.
Seja:
a b
il

Determine as condi¢des sobre a, b, ¢, d para que:

A= AT

25.11 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:
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definicdo de matrizes;
ordem e notacio;
igualdade de matrizes;
adicdo e subtracio;
multiplicacdo por escalar;
multiplicacdo matricial;
interpretacdo geométrica;
matriz transposta;

representacdo matricial de sistemas lineares.
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CaAapriTULO 26

Determinantes

Motivacao 26.1

Ao estudar matrizes, percebemos que algumas transformacdes apenas de-
formam figuras, enquanto outras conseguem achata-las completamente.
Um quadrado pode virar um paralelogramo maior, menor ou até colapsar
em uma reta.

Naturalmente surge a pergunta: o que determina esse comporta-
mento?

Os determinantes aparecem justamente para medir esse efeito.

Eles indicam quanto uma transformacao expande, comprime ou colapsa
regides do plano e do espaco.

Além da interpretacdo geométrica, os determinantes também permitem
descobrir se uma matriz pode ser invertida e se um sistema linear possui
solucdo unica.

Embora parecam apenas um nimero associado a uma matriz, os de-
terminantes carregam uma enorme quantidade de informacéo sobre o
comportamento geométrico e algébrico das transformacdes lineares.

Contexto historico 26.1

Ideias relacionadas a determinantes surgiram inicialmente no estudo de
sistemas lineares.

Matematicos chineses ja utilizavam métodos semelhantes muitos séculos
antes da formalizacdo moderna.

Posteriormente, Leibniz, Cramer e Laplace desenvolveram propriedades
fundamentais dos determinantes durante os séculos XVII e XVIIL

No século XIX, os determinantes tornaram-se parte essencial da Algebra
Linear e da Geometria Analitica.
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26.1 Introducao

O determinante é um nimero associado a uma matriz quadrada.
Somente matrizes quadradas possuem determinante.

Exemplo:
2 1
=[5

Seu determinante pode ser representado por:
det(A)
ou:

A

Interpretacao inicial

O determinante mede o efeito geométrico produzido pela matriz.
Por exemplo:

+ determinante positivo — preserva orientacao;

» determinante negativo — inverte a orientacdo da figura (como um
espelhamento/reflexao);

+ determinante nulo — colapsa o espaco.

Quanto maior o valor absoluto do determinante, maior tende a ser a expan-
sdo produzida pela transformacéo.

26.2 Determinante de ordem 2

Considere:

O determinante é dado por:
det(A) = ad — be.
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Esquema visual

a b
d

Diagonal principal menos diagonal secundaria.

=ad — bc

Exemplo

Calcule:
2 1
3 4
Solucao Passo a Passo:

1. Multiplicamos os elementos da diagonal principal:

2-4=28

2. Multiplicamos os elementos da diagonal secundaria:

1-3=3

3. Subtraimos o segundo resultado do primeiro:

det(A) =8 —3 =75

Logo:
det(A) = 5.
Exemplo
Calcule:
1 5
2 10
Solucio Passo a Passo:
1. Diagonal principal:
1-10=10
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2. Diagonal secundaria:

3. Subtracao:
det(A) =10—-10=0

Logo:
det(A4) = 0.
26.3 Interpretacao geométrica

O determinante possui interpretagdo geométrica extremamente importante.

Area de paralelogramos

Considere os vetores que formam as colunas da matriz:

el

A area do paralelogramo formado por eles é dada pelo valor absoluto
(médulo) do determinante:

Area = |ad — be| = | det(A)|.

Exemplo

Considere:
=11
Calculando o determinante para encontrar a area correspondente:
det(4)=(2-3)—(1-1)=6—1=5.
Logo, a area do paralelogramo associado vale:

d.
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Representacao grafica

Y

area =5

O determinante mede exatamente a area dessa regido hachurada.

Determinante nulo

Quando:
det(A) =0,

os vetores tornam-se alinhados (colineares).
Nesse caso:

« o paralelogramo colapsa em um segmento de reta;
« a area torna-se zero;

« a matriz deixa de ser invertivel (matriz singular).

26.4 Determinante de ordem 3

Considere:

(@)

A=

Q Q2
> 00 o
—

Uma maneira pratica de calcular determinantes 3 x 3 ¢ utilizar a Regra de
Sarrus.
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Regra de Sarrus

Repetimos as duas primeiras colunas a direita da matriz:

e Q. 2
> o o
S S Q
o Qe
> o o

Agora seguimos as diagonais.

Representacao com setas

\><></
/><><\

N
As diagonais azuis (descendo da esquerda para a direita) sio somadas.

As diagonais vermelhas (descendo da direita para a esquerda) sdo subtraidas.

Exemplo

Calcule:

N O =
— = N
O = W

Solucao Passo a Passo:
1. Calculamos a soma dos produtos das diagonais principais (azuis):
P=(1-1-004+(2-4-2)+(3-0-1)
P=0+164+0=16

2. Calculamos a soma dos produtos das diagonais secundarias (ver-
melhas):

S=(3-1-2)+(1-4-1)+(2-0-0)
S=64+4+0=10

3. O determinante final sera a diferenca P — S:

det(A) =P —S=16—10=6
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Logo:
det(A) = 6.

26.5 Determinantes maiores

A Regra de Sarrus funciona apenas para matrizes 3 x 3.
Para determinantes maiores, precisamos utilizar outros métodos.

Como funciona a Expansao de Laplace

A Expansao de Laplace consiste em escolher uma linha ou coluna da matriz e
decompor o determinante em determinantes menores.
Cada elemento gera:

« um sinal;
+ um menor complementar;

« um cofator.

Matriz de sinais

Os sinais seguem sempre o padrao alternado:

+ - + -
-+ - +
+ - + -
- + - +
Equivalentemente:
-1y
onde:

« 7 representa a linha;
« j representa a coluna.
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Menor complementar

Ao escolher um elemento:

apagamos:
« sua linha;
« sua coluna.

A matriz restante gera o chamado menor complementar.

Exemplo

Considere:

1
A= |4
7

co Ot N
O O W

Vamos expandir usando o elemento:
as = 2.
O sinal dessa posicdo é negativo:
(—1)+2 = —1.
Agora removemos:
« alinha 1;
+ acoluna 2.

Restando:

;o

Crp = —

Portanto, o cofator associado é:
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Estrutura da expansao
Expandindo pela primeira linha:
det(A) = a11C11 + a12C12 + a13Ch3.

A principal vantagem da Expanséo de Laplace é transformar determinantes
grandes em varios determinantes menores.

26.6 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Calcule o determinante de cada uma das matrizes 2 x 2:

@ |7 2}
ol ]
© |, ﬂ

2. Utilizando a Regra de Sarrus, determine o valor de:

2 1 3
0 -1 2
1 4 0

3. Determine para quais valores reais de x o determinante da matriz abaixo

é igual a zero:
rz 4
4=l ]

4. Se uma matriz quadrada possui duas linhas exatamente iguais, o que
podemos afirmar sobre o valor do seu determinante? Teste com um
exemplo 2 x 2.
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Aplicacao

5. Determine a area do paralelogramo construido no plano cartesiano cujos

vértices adjacentes a origem sao determinados pelos vetores:

SR

6. Verifique se o sistema linear abaixo possui solugao tinica analisando

apenas o determinante da sua matriz de coeficientes:

20 +3y="7
4o 4+ 6y =5

Na geometria analitica, podemos verificar se trés pontos sio colinea-
res (estdo alinhados) utilizando determinantes. Os pontos A(z1,y1),
B(xg,y2) e C(x3,ys3) estdo alinhados se, e somente se,

oy 1
T2 Yo 1| =0.
x3 y3 1

Com base nessa condi¢io, verifique se os pontos A(1,2), B(2,4) e
C'(3,6) estdo alinhados.

Dominio

8. Considere uma matriz quadrada A de ordem 2 x 2 tal que det(A) = —3.

Calcule o valor de:

(a) det(5A)
(b) det(AT)

9. Calcule o determinante da matriz triangularizada abaixo realizando
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apenas a multiplicacdo da sua diagonal:

-2 7 9 11
0 35 1
0 01 4
0 00 =5
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10. Resolva a equacdo trigonométrica no intervalo [0, 27| sabendo que o
determinante da matriz a seguir é nulo:

sen(x) 1
: cos(x)

Coroacao

11. Desafio de Laplace: Encontre o valor do determinante da seguinte ma-
triz 4 x 4 expandindo-o pela linha ou coluna que contém mais elementos

nulos:
2 3 01
0 5 00
1 -1 2 4
3 0 0 2

12. Prove algebricamente que para qualquer matriz genérica A de ordem
2 X 2, o determinante de A é exatamente igual ao determinante de sua
transposta, ou seja:

det(A) = det(AT)

13. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se multiplicarmos uma tnica
linha dessa matriz por um numero real k, o valor do novo determi-
nante fica multiplicado por k. Use essa propriedade e o conceito de
escalonamento para explicar o motivo de det(k - A) = k™ - det(A).

26.7 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

+ Definicdo de determinante como um numero associado a matrizes qua-
dradas;

Calculo pratico de determinantes de ordem 2 (ad — bc);

Interpretacdo geométrica como fator de escala para areas e volumes;
« Regra de Sarrus para o calculo de determinantes de ordem 3;

Introducao aos métodos para ordens maiores: Expansao de Laplace e
Escalonamento.
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CariTULO 27

Geometria Plana

Motivacao 27.1

A Geometria Plana organiza o raciocinio sobre figuras no plano: retas,
angulos, tridngulos, poligonos e circunferéncias. Ela é, a0 mesmo tempo,
uma base para problemas de vestibulares e olimpiadas e uma porta de
entrada para ideias mais avancadas (transformacdes, teoremas classicos e
métodos de prova). Neste capitulo vamos da base ao avancado: proprie-
dades angulares, congruéncia e semelhanca, poligonos, circunferéncia e
técnicas de area.

Contexto historico 27.1

A geometria sistematica nasce na tradi¢do grega e é consolidada nos
Elementos de Euclides (c. 300 a.C.), com a ideia de construir uma teoria
a partir de definicdes, postulados e provas. Séculos depois, problemas
de semelhanca e trigonometria impulsionaram navegacéao e cartografia.
No século XVII, a geometria analitica conectou figuras a equagdes; no
XIX, novas geometrias ampliaram a nocao de espago. Mesmo assim, a
geometria plana classica permanece central: muitos resultados profundos
podem ser obtidos apenas com angulos, paralelismo, semelhanca e areas.

27.1 Fundamentos

27.1.1 Ponto, reta e plano

A linguagem bésica da geometria plana comega com objetos primitivos (ponto,
reta) e com a ideia de plano como “superficie” onde desenhamos e medimos.

O ponto indica uma posi¢do e nao possui dimensdo. A reta se prolonga
indefinidamente nos dois sentidos; por dois pontos distintos passa uma tnica
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reta. Ja trés pontos nio colineares determinam um plano. Essas afirmacdes
parecem simples, mas sustentam todas as construcdes que faremos adiante.

P

plano

Figura 27.1: Ponto P e reta contidos no plano.

27.1.2 Segmentos

Segmentos sdo por¢des de reta com extremidades bem definidas; sdo a unidade
natural para discutir distancias.

Dados dois pontos A e B, escrevemos overline AB para o segmento e AB
para seu comprimento. A semirreta de origem A que passa por B, por sua
vez, comeca em A e segue indefinidamente na direcdo de B. O ponto médio
M de overlineAB é caracterizado por

AM:MB:A?B‘

AB
A B

Figura 27.2: Segmento AB.

27.1.3 Paralelismo e perpendicularismo

Relacoes entre retas (paralelas e perpendiculares) organizam grande parte das
propriedades angulares e das construcdes.

Retas paralelas pertencem ao mesmo plano e niao se encontram. Retas
perpendiculares formam quatro angulos retos. Na geometria euclidiana, por
um ponto fora de uma reta passa uma unica paralela a ela; além disso, duas
retas perpendiculares a uma mesma reta sdo paralelas entre si.
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t
> - 5
> - r

Figura 27.3: Asretas r e s sdo paralelas (mesma marca); a reta t é perpendicular
a ambas.

27.1.4 Nocoes de perimetro e area

Perimetro mede contorno; area mede “quantidade de superficie”. Ao longo
do capitulo, vamos alternar entre comprimentos, razoes e areas para revelar
relacdes que nem sempre aparecem a primeira vista.

Por isso, as unidades também mudam: o perimetro é medido em unidades
de comprimento, como c¢m, enquanto a area é medida em unidades quadradas,
como cm?. Se todas as medidas de uma figura sio multiplicadas por %, seu
perimetro é multiplicado por %, mas sua 4rea é multiplicada por k2.

perimetro

h area

Figura 27.4: Perimetro (contorno destacado) e area (regiao sombreada) de uma
figura simples.

27.1.5 Angulos

Um angulo mede a abertura entre duas semirretas de mesma origem. Dois
angulos sao complementares quando somam 90° e suplementares quando
somam 180°. Quando duas retas se cruzam, os dngulos opostos pelo vér-
tice sdo iguais, enquanto dois angulos adjacentes sobre uma mesma reta sdao
suplementares.

Paralelas cortadas por uma transversal

Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, entao:
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« angulos correspondentes sdo iguais;
« angulos alternos internos sao iguais;

« angulos colaterais internos somam 180°.

4

B «

o)
A

Figura 27.5: Paralelas e transversal: dngulos correspondentes (e também
alternos) sao iguais.

Exemplo

Duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal. Um dos angulos inter-
nos do mesmo lado mede 70°. Quanto mede o outro angulo interno do mesmo
lado?

Solucao

Angulos colaterais internos sio suplementares:

70° + 2 = 180° = x = 110°.

27.2 Triangulos

27.2.1 Classificacao

Um mesmo triangulo recebe duas classificagdes: uma de acordo com seus
lados e outra de acordo com seus angulos. Assim, ele pode ser, por exemplo,
isosceles e acutangulo, ou escaleno e retangulo.

Classificacao quanto aos lados

+ Equilatero: possui os trés lados congruentes. Seus trés angulos medem
60°.
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« Isosceles: possui pelo menos dois lados congruentes. Os angulos opos-
tos a esses lados também sdo congruentes e sdo chamados angulos da
base.

« Escaleno: possui os trés lados com medidas diferentes; consequente-
mente, seus trés angulos também tém medidas diferentes.

equilatero isosceles escaleno

Figura 27.6: Classificagdo dos tridngulos quanto aos lados. Marcas iguais
indicam lados congruentes.

No triangulo isosceles, a mediana relativa a base também ¢ altura, bissetriz e
mediatriz. No equilatero, essa coincidéncia ocorre a partir de qualquer vértice;
por isso, baricentro, incentro, circuncentro e ortocentro sio o mesmo ponto.

Neste livro, adotamos a defini¢do inclusiva de isosceles: um tridangulo
equilatero é um caso particular de tridngulo isésceles. Ainda assim, mantemos
os nomes separados na classificacdo quando queremos destacar que os trés
lados sdo iguais.

Classificacio quanto aos angulos

+ Acutangulo: possui os trés angulos agudos, isto é, menores que 90°.

« Retangulo: possui um angulo reto. Os lados que formam esse angulo
sdo os catetos; o lado oposto é a hipotenusa.

« Obtusangulo: possui um angulo obtuso, maior que 90° e menor que
180°.

Como a soma dos angulos internos é 180°, um triangulo nao pode ter dois
angulos retos nem dois angulos obtusos.
Se a é o maior lado e b, ¢ sdo os outros dois, a comparagio

a’> com %+ ¢
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/NN

acutangulo retangulo obtusangulo

Figura 27.7: Classificacdo dos triangulos quanto aos angulos.

permite reconhecer o tipo do triangulo:

a* <V +c¢* = acutangulo,
a’? =b*+c* = retangulo,
a’ > V?+c¢®> = obtusangulo.

27.2.2 Existéncia e comparacao de lados

Nem toda escolha de trés medidas forma um triangulo. Cada lado deve ser
menor que a soma dos outros dois. De modo equivalente, para lados a, b e c,

b—c| <a<b+e,

e relacdes analogas valem para os demais lados. Por exemplo, medidas 2, 3 e
6 ndo formam um tridngulo, pois 2 + 3 < 6.

Ha também uma correspondéncia entre lados e angulos: o maior lado fica
oposto ao maior angulo, e o menor lado fica oposto ao menor dngulo. Em
particular, dois lados sdo congruentes se, e somente se, os angulos opostos a
eles sdo congruentes. Essa observacao explica por que o triangulo isésceles
possui angulos da base iguais.

27.2.3 Soma dos angulos internos

Proposicao 27.1 (Soma dos angulos internos do tridngulo). Em qualquer
triangulo,
a+ B+ v =180°.

Uma forma de compreender esse resultado é tracar, pelo vértice superior,
uma reta paralela ao lado oposto. Os outros dois angulos do tridangulo reapare-
cem como alternos internos e, juntos ao angulo do vértice, formam um angulo
raso.

Como consequéncia, um angulo externo de um triangulo ¢é igual a soma
dos dois dngulos internos nao adjacentes a ele. Essa relacao costuma evitar
contas desnecessarias com o terceiro angulo.
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“ B

Figura 27.8: Angulos internos de um triangulo.

27.2.4 Congrueéencia

Proposicao 27.2 (Congruéncia de tridangulos). Dois triangulos sdao congruentes
quando tém a mesma forma e o mesmo tamanho. Para garantir isso, basta
verificar um dos critérios:

LLL: os trés lados correspondentes sdo congruentes;

LAL: dois lados e o angulo compreendido sdo congruentes;

ALA: um lado e os dois angulos adjacentes sao congruentes;

LAA: um lado, um angulo adjacente e o angulo oposto sdo congruentes.

Em triangulos retangulos, também usamos o caso HC: hipotenusa e um cateto
correspondentes congruentes.

Em cada critério, a ordem da correspondéncia importa: no caso LAL, por
exemplo, o angulo conhecido deve estar entre os dois lados conhecidos. Uma
vez provada a congruéncia, todos os lados e angulos correspondentes sdo
iguais. Ja conhecer apenas os trés dngulos nao determina o tamanho do
tridngulo; determina apenas sua forma, isto é, sua semelhanca.

Figura 27.9: Congruéncia: mesmas medidas (por exemplo, LLL) implicam
mesma forma e tamanho.
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27.2.5 Area de tridAngulos

A altura relativa a uma base é a distancia perpendicular do vértice oposto a
reta que contém essa base. Assim,

_bh
.

A

Em triangulos obtusangulos, o pé da altura pode cair fora do lado, mas a
féormula permanece valida.

Quando conhecemos os trés lados a, b e ¢, podemos usar a formula de
Heron. Com o semiperimetro

at+b+c
2 )

temos

A=/plp—a)(p—b)p—c).

No triangulo equilatero de lado [, a altura divide a figura em dois tridngulos

V3
retangulos e mede — Logo,

2
A:z\/ﬁ'
4

; bh
Figura 27.10: Area do tridngulo: A = 5

27.2.6 Elementos notaveis
Em um triangulo, sdo importantes:

« a mediana liga um vértice ao ponto médio do lado oposto; as trés
medianas concorrem no baricentro, que divide cada uma na razédo 2 : 1
a partir do vértice;
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« a bissetriz divide um dngulo em duas partes iguais; as trés bissetrizes
internas concorrem no incentro, ponto equidistante dos lados e centro
da circunferéncia inscrita;

 amediatriz é perpendicular a um lado em seu ponto médio; as trés me-
diatrizes concorrem no circuncentro, ponto equidistante dos vértices e
centro da circunferéncia circunscrita;

« a altura parte de um vértice e é perpendicular ao lado oposto, ou ao
seu prolongamento; as trés alturas concorrem no ortocentro.

O baricentro e o incentro ficam sempre no interior do triangulo. O circun-
centro e o ortocentro podem ficar no interior, sobre o triangulo ou no exterior,
conforme o triangulo seja acutangulo, retangulo ou obtusangulo.

Se r é o raio da circunferéncia inscrita, R é o raio da circunferéncia cir-
cunscrita e p é o semiperimetro, a area do triAngulo também pode ser escrita
como

abc
A=pr e A=—.
b iR
A primeira igualdade surge ao decompor o tridngulo em trés triangulos de
altura r. A relagdo de Euler entre o incentro / e o circuncentro O é

OI’ = R(R — 2r).
Como OI? > 0, obtemos R > 2r, com igualdade apenas no tridngulo equila-

tero.

Bissetriz interna (relacao)

Se a bissetriz do angulo A encontra BC em D, entdo

BD AB
DC  AC’

Exemplo

Em NABC, AB = 6, AC' = 9 e a bissetriz de A encontra BC em D. Deter-
mine a razdo BD : DC.
Solucio
BD AB 6 2

DC~ AC 9 3
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B D C

Figura 27.11: Bissetriz interna AD: os angulos BAD e DAC sio iguais.

27.2.7 Teorema de Pitagoras

Se AABC' é retangulo em A, entdo
BC? = AB? + AC?.

O lado BC, oposto ao dngulo reto, é a hipotenusa; os outros dois sdo os catetos.
A reciproca também vale: se o quadrado do maior lado é igual a soma dos
quadrados dos outros dois, entdo o triangulo é retangulo.

C

AC

A AB B

Figura 27.12: Tridngulo retangulo em A e altura AH a hipotenusa BC'.

Além disso, se H é o pé da altura em BC, valem as relagdes métricas
classicas:

AB? = BH - BC, AC? = CH - BC, AH? = BH -CH.
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Demonstracao (por area)

Considere um quadrado de lado (a + b), composto por quatro copias de um
tridngulo retangulo de catetos a e b e por um quadrado central de lado ¢ (a
hipotenusa). Comparando as areas:

b
(a+b)2:4-%+62 = =a+V.

Figura 27.13: Demonstracio classica por decomposicio de area: ¢* = a® + b2

27.2.8 Semelhanca

Ideia

Semelhanca transforma comprimentos em razdes constantes. Dois tridangulos
sdao semelhantes quando possuem angulos correspondentes iguais e lados
correspondentes proporcionais. Para provar isso, ndo é preciso verificar todas
as medidas: bastam os critérios AA (dois angulos correspondentes iguais),
LAL proporcional (dois pares de lados proporcionais e o angulo compreendido
igual) ou LLL proporcional.

Se dois triangulos sao semelhantes com razéo k, entéo:

!/

) a
« lados correspondentes satisfazem — = k;
a

« perimetros estdo na razio k;

. areas estdo na razio k2.

Uma consequéncia importante é o teorema da base média: o segmento
que une os pontos médios de dois lados de um triangulo é paralelo ao terceiro
lado e mede a metade dele. Reciprocamente, uma paralela a um lado que passa
pelo ponto médio de outro lado também divide o terceiro lado ao meio.
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Exemplo (Tales)

Em AABC, um segmento DFE || BC corta ABem De AC em E. Se AD = 4,
AB =10e BC = 15, calcule DE.

B 15 C

Figura 27.14: Aplicacdo do Teorema de Tales: DE || BC gera tridngulos
semelhantes.

Solucao
Por Tales,
DE AD 4 2

9
o ALt L pE—15.--—6.
BC AB 10 5 o5 =0

27.2.9 Teoremas de Ceva e Menelau

Os dois teoremas trabalham com razdes nos lados de um tridngulo, mas
respondem a perguntas diferentes. Ceva reconhece quando trés cevianas
passam por um mesmo ponto; Menelau reconhece quando trés pontos, situados
nas retas dos lados, pertencem a uma mesma reta.

Teorema de Ceva

Uma ceviana é um segmento que parte de um vértice e encontra o lado
oposto, ou seu prolongamento. No tridangulo ABC, sejam D € BC, F € CA
e ' € AB. As cevianas AD, BE e C'F sao concorrentes se, e somente se,

BD CE AF
DC EA FB
As medianas fornecem o exemplo mais imediato: cada uma divide o lado

oposto na razdo 1 : 1, e o produto das trés razdes é 1. Assim, Ceva confirma
que as medianas concorrem no baricentro.

1.
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B D C

Figura 27.15: Teorema de Ceva: as trés cevianas sao concorrentes em P.

Uma demonstragio elegante usa areas. Como P pertence as trés cevianas,

BD  [ABP] CE [BCP] AF  [ACP]

DC ~ [ACP]’ EA [ABP]” FB [BCP]

onde [XY Z] representa a area do tridngulo XY Z. Ao multiplicar as trés
igualdades, todas as areas se cancelam.

Teorema de Menelau

No triangulo ABC, sejam D, F e F pontos pertencentes, respectivamente, as
retas BC, C'A e AB. Os pontos D, E e F' sdo colineares se, e somente se,

BD CE AF
DC EA FB

_1’

quando usamos segmentos orientados. Se trabalhamos apenas com compri-
mentos positivos, o valor absoluto do produto é 1; nesse caso, um dos pontos
esta no prolongamento de um lado.

Ceva e Menelau tém féormulas muito parecidas, mas a figura revela qual
deles usar: trés retas encontrando-se em um ponto sugerem Ceva; trés
pontos alinhados sugerem Menelau. O sinal negativo em Menelau registra
justamente a presenca de um ponto em um prolongamento.
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D B C

Figura 27.16: Teorema de Menelau: a transversal encontra AB, AC e o pro-
longamento de BC.

27.3 Quadrilateros

Todo quadrilatero convexo pode ser dividido por uma diagonal em dois trian-
gulos; por isso, a soma de seus angulos internos é 360°. As familias abaixo
nao sao isoladas: um quadrado é, ao mesmo tempo, retangulo, losango e
paralelogramo. Reconhecer essa hierarquia permite herdar propriedades sem
demonstra-las novamente.

[ [ 1
paralelo Oramo retangulo quadrado

losango trapezw

Figura 27.17: Principais familias de quadrilateros. As formas podem comparti-
lhar propriedades.

27.3.1 Paralelogramo

Um paralelogramo é um quadrilatero com lados opostos paralelos. Suas pro-
priedades principais sdo:

« lados opostos sdo congruentes;
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« angulos opostos sdo congruentes;
« as diagonais se bissetam.

A area pode ser obtida por A = bh. Reciprocamente, se as diagonais de um
quadrilatero se bissetam, entdo ele é um paralelogramo. Esse critério é muito
util quando a figura nio apresenta lados paralelos de modo evidente.

27.3.2 Retangulo

E um paralelogramo com quatro angulos retos. As diagonais sio congruentes
e se bissetam. A area é A = bh.

27.3.3 Quadrado

E um retdngulo com quatro lados congruentes (ou um losango com quatro
angulos retos). Diagonais congruentes, perpendiculares e bissetrizes dos
angulos. A area é A = [*.

27.3.4 Losango

E um paralelogramo com quatro lados congruentes. As diagonais sdo perpen-
diculares e bissetam os angulos. Uma férmula util é

. cl1al27
2

onde d; e d; sdo as diagonais.

27.3.5 Trapézio

E um quadrilatero com pelo menos um par de lados paralelos (as bases B e b).
A drea é B b
g B0
2
O segmento que une os pontos médios dos lados ndo paralelos é a base média

do trapézio e mede
B+b
-
Assim, a area também pode ser escrita como A = mh. No trapézio isdsceles,
os lados nao paralelos sdo congruentes e os angulos da mesma base sdo iguais.
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Aqui adotamos a definicdo inclusiva, “pelo menos um par”. Quando um
problema reserva a palavra trapézio para quadrilateros com exatamente um
par de lados paralelos, essa convencéo deve ser indicada.

27.4 Poligonos

27.4.1 Diagonais

Um poligono de n lados tem
n(n —3)
2
diagonais. De cada vértice partem n — 3 diagonais: ndo contamos o proprio
vértice nem os dois vizinhos. Como cada diagonal foi contada a partir de suas
duas extremidades, dividimos o total por 2.

27.4.2 Soma dos angulos internos

Um poligono convexo de n lados tem soma dos angulos internos
S = (n—2)-180°.

Isso ocorre porque as diagonais tracadas a partir de um vértice dividem o
poligono em n — 2 tridngulos. Ja a soma de um angulo externo em cada vértice,
todos tomados no mesmo sentido, é sempre 360°.

27.4.3 Poligonos regulares

Se o poligono é regular, cada angulo interno mede
(n —2)-180°
. :

Cada angulo externo e cada angulo central medem

360°

n

Se P é o perimetro e a é o apOtema, isto é, a distancia do centro a um lado, a
decomposi¢ao do poligono em n tridngulos congruentes fornece
Pa
A=—.
2
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Vi

108°

Vs Vi

Figura 27.18: Pentagono regular: angulo interno de 108° e as diagonais que
partem de V;.

27.5 Circunferéncia e Circulo

27.5.1 Elementos fundamentais

Antes de nomear os elementos, convém separar duas ideias. A circunferéncia
é somente a linha curva fechada: seus pontos estdo todos a mesma distancia
de um ponto fixo O, chamado centro. O circulo é a regidao formada pela
circunferéncia e por todos os pontos de seu interior.

Os elementos fundamentais podem ser reconhecidos diretamente na figura:

+ oraio é o segmento que parte do centro e termina na circunferéncia;
todos os raios de uma mesma circunferéncia tém a mesma medida r;

+ a corda é um segmento com as duas extremidades na circunferéncia;

« o diAmetro é uma corda que passa pelo centro. Ele é a maior corda da
circunferéncia e mede 27;

« 0 arco é uma parte da propria circunferéncia compreendida entre dois
pontos;

+ a secante ¢ uma reta que atravessa a circunferéncia, encontrando-a em
dois pontos;

- a tangente é uma reta que possui um unico ponto em comum com a
circunferéncia, chamado ponto de tangéncia.
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Cor

Raio

Diametro é

Figura 27.19: Os elementos fundamentais reunidos em uma mesma circunfe-
réncia.

Observe uma diferenca importante: a corda é apenas o segmento contido
entre dois pontos da circunferéncia; a secante é uma reta completa e continua
para os dois lados. Do mesmo modo, todo didmetro é uma corda, mas nem
toda corda é um diametro.

Cada corda determina dois arcos: um arco menor e um arco maior.
Quando os extremos da corda formam um didmetro, cada arco é uma semi-
circunferéncia. Cordas congruentes determinam arcos congruentes. Além
disso, a perpendicular tracada do centro a uma corda divide a corda e o arco
correspondente em duas partes iguais.

Se d é a distancia do centro a uma reta, sua posicdo fica determinada pela
comparacdo com o raio: a reta é exterior quando d > r, tangente quando
d = r e secante quando d < 7. No ponto de tangéncia, o raio é perpendicular
a reta tangente.

27.5.2 Angulos na circunferéncia

« Angulo central = medida do arco correspondente.
« Angulo inscrito = metade do arco correspondente.

« Angulos inscritos que subtendem o mesmo arco sio iguais.

Se o arco subtendido é uma semicircunferéncia, sua medida é 180°; portanto,
todo angulo inscrito que enxerga um diametro mede 90°. Esse é o teorema de
Tales na circunferéncia.
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Figura 27.20: Angulo central 6 e Angulo inscrito g subtendendo o mesmo arco

—

AB.

Um quadrilatero é inscrito ou ciclico quando seus quatro vértices perten-
cem a mesma circunferéncia. Nesse caso, os angulos opostos sdo suplementa-
res. De fato, cada um mede a metade de um arco e os dois arcos correspon-
dentes completam 360°.

D

Figura 27.21: Quadrilatero ciclico: vértices na circunferéncia e diagonais AC'
e BD.

Proposicao 27.3 (Teorema de Ptolomeu).
Em todo quadrilatero ciclico ABC'D, vale:

AC-BD =AB-CD + BC - AD.

A igualdade afirma que o produto das diagonais é igual a soma dos produtos
dos lados opostos. A reciproca também é verdadeira: se um quadrilatero convexo
satisfaz essa igualdade, entdo ele é ciclico.
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Cordas e secantes

Quando as cordas AC' e BD se cruzam em um ponto interior P, o angulo
formado depende de dois arcos:
AB CD
m(2ApPB) = "AD) ; m(CD)
Quando duas secantes PAB e PCD partem de um ponto exterior, com A e
C mais proximos de P, usamos a diferenca dos arcos:
BD) — m(AC
m(2Apc) = UEBD) 5 m(AC)
A mesma ideia da diferenca vale para uma secante e uma tangente com vértice
exterior.

D

vértice interior vértice exterior

Figura 27.22: Angulos formados por cordas no interior e por secantes no
exterior.

Tangéncia

A tangente em um ponto 7" é perpendicular ao raio OT'. Além disso, o angulo
entre a tangente e uma corda é igual ao dngulo inscrito que subtende o mesmo
arco (teorema tangente—corda).

De um mesmo ponto exterior P, os dois segmentos tangentes tém o mesmo
comprimento. Se os pontos de tangéncia sdo 7" e U, entdo

PT = PU.

Além disso, O P é bissetriz do angulo ZT' PU.

Em um quadrilatero circunscrito a uma circunferéncia, os quatro lados sao
tangentes. Somando pares de segmentos tangentes a partir de cada vértice,
obtemos o teorema de Pitot: as somas dos comprimentos de lados opostos sdo
iguais.
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A

Figura 27.23: Tangéncia: o raio é perpendicular a tangente e, de um mesmo
ponto exterior, PT' = PU.
Poténcia de um ponto (aplicacao)

A poténcia de um ponto redne trés configuragdes sob a mesma ideia de produto
constante:

« se duas cordas AB e C'D se cruzam em um ponto interior P,
PA-PB=PC-PD;
« se duas secantes PAB e PC'D partem de um ponto exterior P,
PA-PB = PC-PD;
« se de P tracamos uma tangente P71 e uma secante PAB, entao
PT? = PA - PB.

No ultimo caso, o segmento tangente aparece duas vezes no produto, pois os
dois pontos de intersecio da secante coincidem em 7.

Exemplo

De um ponto P externo, uma secante corta a circunferéncia em A e B, com
PA =4e PB =9. Calcule o comprimento da tangente P7".
Soluciao

PT?=PA-PB=4-9=236= PT =6.
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A

PA

PT
T

Figura 27.24: Poténcia de um ponto: secante e tangente a partir de P.

27.5.3 Posicoes relativas entre circunferéncias

Se duas circunferéncias tém raios R > 7 e a distancia entre seus centros é d,
entao:

« d > R+ r: sdo exteriores e ndo possuem ponto comum;

e d= R+ r:sao tangentes exteriormente;

« R—1r <d < R+ r: sdo secantes e possuem dois pontos comuns;
« d = R — r: sdo tangentes interiormente;

« d < R — r: uma esta no interior da outra, sem ponto comum.

Quando d = 0, as circunferéncias sdo concéntricas; se também tém o mesmo
raio, elas coincidem.

O-OCOCD

d>R+r R—r<d<R+r
d=R+7r

Figura 27.25: Trés posicoes relativas: exteriores, tangentes exteriormente e
secantes.
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27.5.4 Comprimento da circunferéncia

A circunferéncia de raio r tem comprimento
C =27r.

Em particular, um arco que subtende angulo central § (em radianos) tem
comprimento s = r6. Se o angulo for dado em graus, usamos a fragio que ele
representa da volta completa:

27.5.5 Area do circulo

O circulo de raio r tem area
A = 712

Um setor circular de angulo central § possui area

0 2
setor — wr
360°
r20
quando 6 esta em graus, ou Agepor = - quando esta em radianos.

O setor circular ¢ limitado por dois raios e um arco. O segmento circular
é limitado por uma corda e pelo arco correspondente; sua area pode ser obtida
subtraindo da area do setor a area do tridngulo central. Ja uma coroa circular,
limitada por circunferéncias concéntricas de raios R e r, tem area

Acoron = 7T(R2 — 7’2).
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Figura 27.26: Setor circular de raio r, angulo central 6 e arco de comprimento
s.

27.6 Areas Planas e Problemas Integradores

27.6.1 Figuras compostas

Em problemas reais, a figura raramente vem “pronta”. A ideia é reconhe-
cer partes conhecidas (triAngulos, retangulos, trapézios, setores circulares) e
somar/subtrair areas.

27.6.2 Decomposicao

Uma estratégia padrao ¢ decompor a figura em pecas simples (ou completar
para uma figura maior) e depois ajustar o que sobrou.

Formulas basicas

bh

o Triangulo: A = 5

« Paralelogramo: A = bh.
B

o Trapézio: A = %

« Circulo: A = 7r2.

Area por comparacao

Se dois triangulos tém a mesma altura, suas areas estao na razao de suas bases.
Se tém a mesma base, as dreas estdo na razio das alturas.
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27.6.3 Problemas

Aqui o foco é escolher a decomposicdo certa e manter o controle das contas.

6 9

Figura 27.27: Com a mesma altura h, a razdo das areas é a razdo das bases.

Exemplo (razio de areas)

Dois triangulos tém a mesma altura e bases medindo 6 e 9. Qual a razdo entre
suas areas?
Solucio

A 6 2

A, 9 3
27.7 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Em um triangulo, dois angulos medem 35° e 65°. Calcule o terceiro.

2. Em um poligono convexo de 12 lados, calcule a soma dos angulos inter-
nos.

Aplicacao
3. Em AABC, DE || BC, AD = 3, AB = 8 e BC' = 20. Calcule DFE.

4. Um triangulo retangulo tem catetos 9 e 12. Calcule a hipotenusa e a
area.
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Dominio

5. Um angulo inscrito mede 38°. Qual a medida do arco correspondente?

6.

Uma secante a partir de P intercepta a circunferéncia em A e B com
PA =5e PB = 20. Calcule o comprimento da tangente PT'.

Coroacao

7.

8.

10.

288

Dois triangulos semelhantes tém razao de semelhanca 3. Determine a
razdo entre suas areas.

(Cociclico) Mostre que, em um quadrilatero inscrito, angulos opostos
sdo suplementares.

(Ceva) No triangulo ABC, os pontos D € BC, E € CAe I € AB séo
tais que AD, BE e C'F' concorrem. Sabendo que

BD 2 CE 4

— e — —

DC 3 EA 5
AF

determine —.

FB

(Menelau) Uma transversal encontra AB em F', AC' em E e o prolonga-
mento de BC' em D. Usando comprimentos positivos, sabe-se que

BD 3 CE 4

DC-2 ¢ FA S
AF

Determine —.

FB
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27.8 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:
« ponto, reta, segmento, angulos e paralelismo;

« classificacdo dos tridngulos, desigualdade triangular, congruéncia, area,
pontos notaveis e relagdes métricas;

« semelhanca, teorema de Tales e os teoremas de Ceva e Menelau;
« quadrilateros, suas principais familias e propriedades visuais;
« poligonos: diagonais, dngulos internos, externos e centrais;

« circunferéncia: elementos, angulos, Ptolomeu, cordas, secantes, tangén-
cia, poténcia e posi¢des relativas;

« areas: formulas, setores circulares e comparacao.
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CariTULO 28

Trigonometria: Razoes
Trigonomeétricas

Motivacao 28.1

A trigonometria nasce de um problema bem concreto: relacionar angulos
e medidas. No tridngulo retangulo, as razdes trigonométricas (seno,
cosseno e tangente) permitem transformar uma informagao angular em
uma informagao de comprimento (e vice-versa). Isso aparece em alturas
inacessiveis, inclinacdes, navegacao, fisica e, claro, em muitos exercicios
classicos.

Contexto historico 28.1

As primeiras tabelas trigonométricas surgem em problemas de astronomia
e cartografia. Gregos, indianos e arabes desenvolveram técnicas para
calcular comprimentos e 4ngulos com precisdo crescente. Mais tarde,
com a consolida¢do da analise e das funcoes, seno e cosseno deixam de
ser apenas razdes em triangulos e passam a ser fun¢oes definidas para
quaisquer angulos. Neste capitulo, vamos comecar pelo cenario mais
importante no Ensino Médio: o triangulo retangulo.

28.1 Triangulo retangulo e nomenclatura

Considere um triangulo retangulo A ABC com angulo reto em C'. Escolhendo
o angulo agudo A = #, chamamos:

« AB: hipotenusa (lado oposto ao dngulo reto);

« AC': cateto adjacente a 0;
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« BC' cateto oposto a 6.

cateto hipotenusa

oposto

| | ~.

C cateto adjacente A

Figura 28.1: Nomenclatura em um triangulo retangulo em fun¢ao do angulo 6.

Os nomes oposto e adjacente dependem do angulo escolhido. Se tomamos
o outro angulo agudo, B = ¢, os catetos trocam de papel: AC passa a ser

oposto a ¢, enquanto BC passa a ser adjacente. A hipotenusa continua sendo
AB, pois é sempre o lado oposto ao dngulo reto.

adjacente
ayp
[ 1] N

adjacente a 6

Figura 28.2: Ao mudar o angulo de referéncia, os catetos oposto e adjacente
trocam de papel.

28.2 Razoes trigonométricas

Proposicao 28.1 (Defini¢des no tridangulo retangulo). Se § é um angulo agudo
de um triangulo retangulo, definimos:

cateto oposto 0 cateto adjacente
_ ost =

senf = — , :
hipotenusa hipotenusa

cateto oposto
tgh = P

cateto adjacente’
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Essas razdes ndo dependem do tamanho do triangulo. Dois tridngulos retan-
gulos que possuem o mesmo angulo agudo 6 sdo semelhantes pelo critério AA;
portanto, seus lados correspondentes sio proporcionais. E essa semelhanca
que garante que sen ), cosf e tg 6 tenham sempre o mesmo valor para um

mesmo angulo.
c ka
a ‘ :
N

b kb

ke

Figura 28.3: Ao multiplicar todos os lados por k, as razdes permanecem:
ka/kc =a/ce ka/kb = a/b.

28.2.1 Seno

Ideia: mede quéo “alto” o tridngulo fica, em proporcéo a hipotenusa.

Exemplo

No tridngulo retangulo, AB = 10 (hipotenusa) e BC' = 6 (cateto oposto a
0 = A). Calcule sen 6.
Solucao
BC 6 3

senf = — = — = —.

AB 10 5

28.2.2 Cosseno

Ideia: mede quéao “projetado na base” o tridngulo fica, em proporcéo a hipote-
nusa.

Exemplo

No tridngulo retangulo, AB = 13 (hipotenusa) e AC' = 5 (cateto adjacente a
§ = A). Calcule cos 6.
Solucao
AC 5

p— 22 2
V= UAB T 13
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28.2.3 Tangente

Ideia: compara diretamente “altura” e “base” (oposto/adjacente).

Exemplo

No tridngulo retangulo, BC' = 9 (oposto) e AC' = 12 (adjacente) ao angulo
0 = A. Calcule tg .
Solucao
W BC_9 3
AC 12 4

Para angulos agudos, os catetos sao menores que a hipotenusa. Assim,
0 <senf <1, 0 <cosf <1, tg 6 > 0.

A tangente ndo precisa ser menor que 1: ela é igual a 1 em 45°, menor que 1
para angulos abaixo de 45° e maior que 1 para angulos acima de 45°.

28.2.4 As trés razdes na mesma figura

Se tomamos um triangulo retangulo cuja hipotenusa mede 1, as defini¢oes
ficam especialmente transparentes: o cateto oposto mede senf e o cateto
adjacente mede cos . A tangente continua comparando os dois catetos:

sen 6

e N

cos

Figura 28.4: No triangulo de hipotenusa unitaria, seno e cosseno aparecem
como comprimentos.

Em um tridngulo semelhante com hipotenusa c, cateto oposto a e cateto
adjacente b, basta multiplicar esses comprimentos por c:

a = csenb, b= ccos®, a="btgh.
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Essas igualdades ndo sdo novas formulas: sdo apenas as defini¢des reorganiza-
das. Elas explicam por que o seno esta ligado a altura, o cosseno a projecao
horizontal e a tangente a inclinacao.

Quando 6 cresce de 0° para 90°, mantendo a hipotenusa fixa, o cateto oposto
aumenta e o adjacente diminui. Por isso, nesse intervalo, sen # aumenta, cos
diminui e tg # aumenta cada vez mais rapidamente.

28.2.5 Valores notaveis (primeiro quadrante)

Os valores de 30°, 45° e 60° nao precisam ser apenas memorizados. Eles
surgem de dois tridngulos especiais.

O triangulo de 45°

Um quadrado de lado 1, cortado por uma diagonal, produz um tridngulo
retangulo isdsceles. Pelo Teorema de Pitagoras, sua hipotenusa mede V2.
Portanto,

V2

1
sen45° = cos4h° = — = —, tg45° = 1.
vioz
45
V2
1
- 45

Figura 28.5: Tridngulo 45°-45°-90°.

Os triangulos de 30° e 60°

Ao dividir um triangulo equilatero de lado 2 por sua altura, obtemos dois
tridngulos retangulos com hipotenusa 2, cateto menor 1 e cateto maior /3.

Logo,
1 3 1 3
sen 30° = 3 cos 30° = g, tg30° = — = \/_—

V3.3
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e, trocando os papéis dos catetos,

3 1
sen 60° = \/7_, cos 60° = 3 tg 60° = V/3.

60° H

Figura 28.6: A altura do equilatero produz triangulos 30°-60°-90°.

Angulo 0° 30° 45° 60° 90°
1 V2 V3
V3 V2 1
1 VA VA i
Cos 5 5 5 0
Tg 0 ‘f 1 V3 | nd

Os valores de 0° e 90° antecipam a extensdo das razdes trigonométricas ao
ciclo trigonométrico. No triangulo retdngulo trabalhamos com angulos agudos;
no ciclo, veremos que sen 0° = 0, cos 0° = 1,sen 90° = 1 e cos 90° = 0. Como
a tangente é sen 6/ cos 6, ela ndo esta definida em 90°.

28.3 Relacoes uteis

28.3.1 Identidade fundamental no triAngulo retangulo

Se os catetos medem a e b e a hipotenusa mede c, entao

a b
senf = — e cosf = —.
c c

295



28. TRIGONOMETRIA: RAZOES TRIGONOMETRICAS

Pelo Teorema de Pitagoras, a®? 4+ b* = 2. Dividindo essa igualdade por 2,

obtemos a identidade fundamental:
sen®f + cos’ 6 = 1.

Aqui, sen? 0 significa (sen 0)2. Essa relagio permite encontrar o seno a partir
do cosseno, ou o cosseno a partir do seno, quando conhecemos o quadrante
do angulo.

Dividindo a definicdo de seno pela definicao de cosseno, obtemos:

sen 0

tgl = (cosf # 0).

COS

28.3.2 Complementares

Em um triangulo retangulo, se f e ¢ sdo os angulos agudos, entdo ¢ = 90° — 6.
Pela troca de papéis de cateto oposto e adjacente:

sen @ = cos g, cos ) = sen p, tgh = —.
tgp

[ ] ™~
b

Figura 28.7: Angulos complementares trocam os papéis dos catetos.

28.4 Resolucao de triangulos retangulos

Resolver um triangulo significa determinar seus lados e angulos desconhecidos.
A razdo deve envolver a medida conhecida e a medida procurada:

« oposto e hipotenusa: seno;
« adjacente e hipotenusa: cosseno;

« oposto e adjacente: tangente.
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Em um tridngulo retangulo, conhecer um lado e um dngulo agudo determina
todo o tridngulo: o outro angulo é o complementar, e os dois lados restantes
podem ser obtidos pelas razdes trigonométricas. Se conhecemos dois lados, o
terceiro vem do Teorema de Pitdgoras e um dos dngulos vem de uma razao
inversa.

28.4.1 Encontrando um comprimento

Uma escada de 5 m forma um angulo de 60° com o chao. Desprezando a
espessura da escada, qual altura A ela alcanca na parede?

parede
5m

]

chéo
Figura 28.8: A escada é a hipotenusa; a altura procurada é o cateto oposto.

Como conhecemos a hipotenusa e procuramos o cateto oposto,

V3 _5V3

h
60° = — h=5~>
Sen 5 = 5 9

28.4.2 Encontrando um angulo

Se conhecemos uma razio e queremos o dngulo, usamos a operacio inversa.
Por exemplo, se uma rampa sobe 3 m enquanto avanga 4 m horizontalmente,

3
tgh = —.
SR
Em uma calculadora configurada em graus,

3
0 = arctg <Z) ~ 36,87°.
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As notacgoes arcsen, arccos e arctg representam as funcdes inversas; elas
devolvem o angulo a partir do valor da razao.

Ao usar a calculadora, convém conferir se ela estdi no modo de graus.
Também é melhor guardar algumas casas decimais durante os calculos e
arredondar apenas a resposta final. Em um desenho coerente, a hipotenusa
deve continuar sendo o maior lado e o maior angulo deve ficar oposto ao
maior lado.

28.4.3 Inclinacao e porcentagem

Em rampas, ruas e telhados, a inclinacao costuma ser dada em porcentagem.
Se uma rampa sobe v metros enquanto avanca h metros na horizontal, entdo
v

te ) —
&Y=

e inclinacdo percentual = 100 - % =100tgh.

Assim, uma inclinagio de 8% significa subir 8 unidades a cada 100 unidades
horizontais; ela nao significa um angulo de 8°. Nesse caso,

6 = arctg(0,08) ~ 4,57°.

Figura 28.9: A porcentagem de inclinacdo compara a subida vertical com o
avanco horizontal.

28.4.4 Angulos de elevacio e depressio

O angulo de elevaciao é medido da horizontal para cima; o angulo de
depressao, da horizontal para baixo. Como as horizontais sio paralelas, o
angulo de depressdo observado do alto é igual ao angulo de elevacio visto do
solo, por alternancia de angulos internos.
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altura

distancia horizontal

Figura 28.10: Angulos de elevacio e depressio determinados por horizontais
paralelas.

Exemplo

Do alto de um farol de 30 m, o d&ngulo de depressdo até um barco é 25°. Como
esse angulo é igual ao angulo de elevacao visto do barco, se d é a distancia
horizontal até o farol, entdo

30
 tg25°

30
tg25° = ~ 64,3 m.

Perceba que a linha de visada é a hipotenusa, mas a distancia pedida é hori-
zontal; por isso, a tangente relaciona diretamente as duas medidas relevantes.
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28.5 Triangulos quaisquer

As razdes trigonométricas nasceram no triangulo retangulo, mas também
permitem resolver triAngulos que ndo possuem angulo reto. Para isso, usamos
duas relacdes centrais. Adotaremos a convencéo usual: os lados a, b e ¢ ficam
opostos, respectivamente, aos angulos A, B e C.

28.5.1 Lei dos Senos
Proposicao 28.2 (Lei dos Senos). Em todo triangulo ABC,

a b c

senA  senB senC’

Cada lado é comparado com o seno do angulo que esta diante dele.

h

C

A H ¢ B

Figura 28.11: A altura C'H transforma o tridngulo em dois tridngulos retangu-
los.

Demonstragio. Pelo triangulo retangulo ACH,

sen A :% = h=bsenA.

Pelo triangulo retangulo BC'H,

h
senB=—- = h=asenB.
a

Como as duas expressdes representam a mesma altura,

a b

b A= B = = )
sen @sen senA senB
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Tracando uma altura a partir de outro vértice, obtemos de modo analogo a
igualdade com ¢/ sen C, completando a demonstragdo. Se o tridngulo for ob-
tusangulo, a altura pode encontrar o prolongamento de um lado; o argumento
permanece valido porque sen(180° — A) = sen A.

A Lei dos Senos ¢ especialmente util quando conhecemos um par lado-
angulo oposto e mais um lado ou angulo. Por exemplo, se A = 30°, B = 45°
e a = 6, entédo

= b: _
sends°  sen30c 0 1/2

b 6 \/5/2:6\/5_

28.5.2 Lei dos Cossenos

Proposiciao 28.3 (Lei dos Cossenos). Em todo triangulo ABC,

a? =b> 4 % — 2bccos A,
b = a® + ¢* — 2accos B,
& =a?+ b —2abcosC.

Cada formula relaciona um lado com os outros dois e com o cosseno do dangulo
compreendido entre eles.

>

,_3 c—bcos A
A D B
AB =c¢

Figura 28.12: Decomposi¢ao usada na demonstracdo da Lei dos Cossenos.

Demonstragao. No triangulo retangulo AC'D,
AD =bcos A e h = bsen A.
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Logo, DB = ¢ — bcos A. Aplicando Pitagoras ao triangulo BCD,

a* =h’+ DB?

= b*sen® A + (¢ — beos A)?

= b*(sen® A + cos® A) + ¢ — 2bccos A

=b% 4+ ¢ — 2bccos A.
As outras duas formas surgem escolhendo B ou C' como adngulo de referéncia.
A mesma identidade permanece valida nos triangulos obtusangulos, conside-
rando a proje¢ao sobre o prolongamento do lado.

Quando A = 90°, temos cos A = 0 e a férmula se reduz a a®> = b*> + c*: o

Teorema de Pitagoras aparece como caso particular da Lei dos Cossenos. Em

geral, usamos essa lei quando conhecemos dois lados e o angulo entre eles, ou
quando conhecemos os trés lados e queremos determinar um angulo.

Exemplo

Dois lados de um triangulo medem 5 e 7, e o angulo entre eles mede 60°. Se =
¢ o lado oposto a esse angulo,

22 =524+7—-2.5-7Tcos60° = 25 + 49 — 35 = 39.

Portanto, z = v/39.

28.6 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Em um triangulo retangulo, a hipotenusa mede 20 e o cateto oposto ao
angulo 6 mede 12. Calcule sen 6.

2. Em um triangulo retangulo, a hipotenusa mede 25 e o cateto adjacente
ao angulo ¢ mede 7. Calcule cos 6.

3. Em um triangulo retangulo, a hipotenusa mede 10 e um dos angulos
agudos mede 30°. Determine os dois catetos.
Aplicacao

4. Um triangulo retangulo tem catetos 9 e 40. Calcule a tangente do angulo
cujo cateto oposto mede 9.
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5. Um poste projeta uma sombra de 8 m em um terreno plano. No mesmo
instante, o angulo de elevagao do Sol é 30°. Determine a altura do poste.

6. Uma rampa avanca 25 m na horizontal e possui inclinacio de 12%. De-
termine a subida vertical e o &ngulo que a rampa forma com a horizontal,
com aproximacdo de centésimos de grau.

Dominio

7. Prove que, para um angulo agudo ¢ em um tridngulo retangulo, vale
sen 6
tgh =

3
8. Sesenf = R e 0 é agudo, determine cos 6 e tg 6.

9. Dois lados de um triangulo medem 8 e 11, e o angulo compreendido
entre eles mede 60°. Use a Lei dos Cossenos para determinar o terceiro

lado.

Coroacao

10. Sem consultar a tabela, use um tridngulo equilatero de lado 2 para
deduzir sen 30°, cos 30° e tg 30°.

11. Dois pontos A e B estdo alinhados com a base de uma torre, no mesmo
lado, e distam 20 m entre si. Do ponto mais proximo A, o dngulo de
elevacdo do topo é 45°; do ponto B, é 30°. Determine a altura da torre,
desprezando a altura dos observadores.

12. Em um tridngulo ABC, sabe-se que A = 45°, B = 60° e que o lado
a, oposto a A, mede 6. Use a Lei dos Senos para determinar o lado b,
oposto a B.
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28.7 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

304

nomenclatura (hipotenusa, cateto oposto e cateto adjacente);
defini¢des de sen 6, cos § e tg 0 e sua justificativa por semelhanca;
deducdo dos valores notaveis nos triangulos de 30°, 45° e 60°;

identidade sen? § + cos® = 1, relaciio da tangente e complementari-

dade;

resolucdo de triangulos, razdes inversas, inclina¢do percentual e proble-
mas de elevacido e depressio;

Lei dos Senos e Lei dos Cossenos para resolver triangulos quaisquer.



CariTULO 29

Ciclo Trigonométrico

Motivacao 29.1

Quando o angulo deixa de ser apenas o angulo agudo de um tridngulo
retangulo, precisamos de um novo “palco”. O ciclo trigonométrico
permite definir seno e cosseno para qualquer arco, incluindo dngulos
maiores que 90°, varias voltas e angulos negativos. Com ele, os sinais,
as simetrias e os valores notaveis deixam de ser regras isoladas: todos
passam a ser vistos em uma unica figura.

Contexto historico 29.1

A passagem das razdes em tridngulos para as fungdes seno e cosseno em
um circulo unitario consolida a trigonometria como linguagem universal
para movimentos periodicos. Essa ideia aparece com forca na astronomia
e, séculos depois, na fisica matematica, no estudo de ondas, vibracoes e
circuitos. No Ensino Médio, o ciclo trigonométrico é a ferramenta que
organiza sinais, simetrias e calculos rapidos.

29.1 Arcos orientados

Fixamos como origem dos arcos o ponto A = (1,0). A partir dele, o sentido
anti-horario é considerado positivo, e o sentido horario, negativo. Assim,
um arco ndo registra somente uma abertura: ele também informa um sentido
de percurso.

Arcos diferentes podem terminar no mesmo ponto. Por exemplo, Z, %’r e
—%” tém a mesma extremidade, pois diferem por voltas completas. Dizemos
que sdo arcos congruos ou congruentes.
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P

Q

sentido positivo sentido negativo
Figura 29.1: A orientacéo distingue arcos percorridos em sentidos opostos.

Em geral,
0 e 0+ 2km, k €7,

determinam o mesmo ponto no ciclo.

29.2 Medida em radianos

Considere, em uma circunferéncia de raio r, um arco de comprimento s. A
medida do angulo central em radianos é

h="2

r

Portanto, um radiano é a medida do angulo central que subtende um arco cujo
comprimento é igual ao raio.

No ciclo trigonométrico, o raio vale 1. Nesse caso, f = s: numericamente,
a medida do arco em radianos coincide com seu comprimento. Como uma
volta completa tem comprimento 277, temos

360° = 27 rad e 180° = 7 rad.

Dai seguem as conversdes

m
grad = egraus@ € ngaus = eradT-

Exemplo

Para converter 150° em radianos,

s 5T
150° = —.
180¢° 6
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Figura 29.2: A medida em radianos compara o comprimento do arco com o
raio.

No sentido inverso,
T 180°

= 315°.
4 T

29.3 O ciclo e suas coordenadas

O ciclo trigonomeétrico ¢é a circunferéncia de centro na origem e raio 1. A
cada arco 6 corresponde um ponto P do ciclo. Suas coordenadas definem o
COSSeno e o seno:

P = (cosf,sen®).

Isso significa que o cosseno é a projecao de P sobre o eixo horizontal, enquanto
0 seno ¢é sua proje¢ao sobre o eixo vertical.

Como todo ponto do ciclo satisfaz 22 + y? = 1, a substituicio z = cosf e
y = sen 0 fornece

cos®f +sen’d = 1.

Essa é a origem geométrica da identidade fundamental da trigonometria.
A tangente é definida, quando cos 6 # 0, por

Ela néo existe nos pontos do eixo vertical, isto é, para § = 5+ km,comk € Z.
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P

(cosB,sen 0)

Figura 29.3: Seno e cosseno séo lidos diretamente nas projecdes do ponto P.

29.4 Quadrantes e sinais

Os eixos dividem o ciclo em quatr

o quadrantes. Como cosseno e seno sao,

respectivamente, a abscissa e a ordenada de P, seus sinais vém da posicdo do
ponto, e ndo de uma regra separada.

)
T A
2
I I
en +, cosen +, cos
T 0ou?2rm
> T
I v
s&n —, COsen —, Cos
3T

Figura 29.4: Os sinais sdo os sinais das coordenadas do ponto no ciclo.

Como tgf = senf/ cosf, a tangente é positiva nos quadrantes I e IIl e

negativa nos quadrantes II e IV.
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Nos eixos, obtemos imediatamente:

0 ‘ 0 % T 37” 2
send|0 1 0 —-1 0
cosf|1 0 -1 0 1

29.5 Valores notaveis

Os tridngulos notaveis estudados no capitulo anterior fornecem as coordenadas
dos pontos correspondentes a 30°, 45° e 60°. No primeiro quadrante, temos:

Angulo 0 & & & 2
sen 0 % g @ 1
coS 1 § @ % 0
tg 0 | ¥ 1 | V3 | nd

O ciclo funciona como um mapa de posi¢des. Para obter valores em qual-
quer quadrante, combinamos o arco de referéncia com a tabela do primeiro
quadrante e os sinais das coordenadas.

Yy
“%
4 ?w/“\ﬁ .
T/ N\ 7
s/ \ #
[ \
\ / >
%\ {T”
Ti\/%ﬂf

Figura 29.5: Posi¢ao dos arcos notaveis em uma volta.
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29.6 Arco de referéncia e simetrias

O arco de referéncia é o dngulo agudo « formado pelo lado terminal do arco
com o eixo z. Ele permite comparar um ponto de qualquer quadrante com um
ponto do primeiro quadrante.

Sel<ac< g, 0S arcos

Q, ™ — q, T+ 2T — «

produzem pontos cujas coordenadas tém os mesmos valores absolutos. O que
muda sdo os sinais.

\
8

T+« 2T — «

Figura 29.6: Quatro pontos associados ao mesmo arco de referéncia.

Pela leitura das coordenadas, obtemos:

arco sen CoS
« sen « CoS v
T—« | sena —cCoS«
T+a | —sena —CosQ
2T — o | —sena cos

As relagdes néo precisam ser decoradas isoladamente: basta localizar o qua-
drante, encontrar « e ler os sinais das coordenadas.
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Exemplo 1
Como ‘% =T — %, 0 arco estd no segundo quadrante e seu arco de referéncia
é % Logo,

57 1 51 V3
sen | — | = -, cos | — | = ——.
6 2 6 2

Exemplo 2
Para calcular sen (—1%“), acrescentamos uma volta completa:
137 49 T
e T=——.
6 6

Esse arco termina no quarto quadrante e tem referéncia - Portanto,

137 B 1
sen 5 =3

29.7 Periodicidade

Quando acrescentamos uma volta completa, o ponto do ciclo ndo muda. Assim,
sen(6 + 2km) = sen 0, cos(f + 2km) = cos 0, keZ.

Seno e cosseno tém periodo 27.
Uma meia-volta troca simultaneamente os sinais das duas coordenadas. Na
razdo entre elas, os sinais se cancelam; por isso,

tg(0 + km) = tg b, kelZ,

sempre que a tangente estiver definida. Seu periodo é 7.
As simetrias em relagdo aos eixos também mostram que

sen(—0) = —send, cos(—0) = cos b, tg(—0) = —tgb.

29.8 Exercicios Propostos

Fundamentos
1. Converta para radianos: (a) 30°; (b) 120°; (c) 225°.
2 3 11
2. Determine o quadrante de: (a) ?ﬂ; (b) —Zﬂ; (c) %

311



29. CicLo TRIGONOMETRICO

Aplicacao

3. Calcule: (a) sen (%T) (b) cos (%) (c) tg <%T)

4. Simplifique usando as simetrias e a periodicidade: (a) sen(f + 27); (b)
cos(m — 0); (c) tg(m + 0).
Dominio

5. Mostre que sen(—6) = —sen 6 e cos(—#) = cos 6 usando simetria no
ciclo.

6. Sabendo que sen f = e que # esta no segundo quadrante, determine

|5

cosfetgh.

Coroacao

7. Mostre que sen? § + cos? @ = 1 utilizando a equacio da circunferéncia
de raio 1.

8. Resolva, no intervalo [0, 27], a equagéo
2sen’zr —3senz + 1 =0.

sen 0 .
e utili-

9. Mostre que tg(—0) = —tg0, considerando que tgf =
coS
zando as simetrias do seno e do cosseno.

T
10. Determine as coordenadas do ponto do ciclo associado a -5 © explique

T
por que esse ponto também corresponde a ——.

6

3
11. Um ponto P do segundo quadrante pertence ao ciclo e tem abscissa —%

Determine sua ordenada e os valores de sen 6, cos f e tg 6 para o arco
associado.

12. Sem recorrer a tabela completa do ciclo, determine

23w 177 ; 297
n —_— —_—— —_—
se 1 , COS 3 e g 6 )

indicando, em cada caso, o arco céngruo em [0, 27) e o arco de referéncia.
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29.9 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

« orientacdo de arcos e medida em radianos;

arcos congruos e voltas completas;

+ seno e cosseno como coordenadas de um ponto do ciclo;

quadrantes, sinais e valores notaveis;

arco de referéncia, simetrias e periodicidade.
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CariTUuLO 30

Identidades e Equacodes
Trigonomeétricas

Motivacao 30.1

Até aqui, usamos seno, cosseno e tangente para calcular valores e reduzir
arcos. Agora vamos dar o proximo passo: aprender a transformar ex-
pressdes por meio de identidades trigonométricas e a resolver equacdes
envolvendo sen, cos e tg. As formulas nao serdo tratadas como uma
colecdo para decorar. Veremos de onde vém e em quais condi¢cdes podem
ser usadas.

Contexto historico 30.1

As identidades trigonométricas sao uma forma compacta de registrar si-
metrias do circulo e relagdes geométricas fundamentais. Com o desenvol-
vimento do calculo e da fisica matematica, elas se tornaram ferramentas
de manipulagio algébrica tdo importantes quanto fatoracao e produtos
notaveis. Ondas, rotacdes e movimentos periddicos sido descritos com
grande economia gracas a essas relacdes.

30.1 Identidade e equacao

Uma identidade trigonométrica é uma igualdade verdadeira para todos os
valores em que suas expressoes estdo definidas. Por exemplo,

2r=1

sen” x + cos
vale para todo numero real z.

314



30. IDENTIDADES E EQUACOES TRIGONOMETRICAS

Uma equacao trigonométrica, por outro lado, é verdadeira apenas para
determinados valores da incognita. A igualdade

1
senr = —
2

nio vale para todo x; encontrar os valores que a tornam verdadeira é justa-
mente resolver a equacio.
O dominio faz parte da identidade. A relagao

1 —cos’zx
Y —genx
sen x

é obtida porque 1 — cos? x = sen” z, mas o lado esquerdo sé existe quando

senx # 0. Portanto, a igualdade é valida para todo x em que senx # 0.

30.2 Relacoes fundamentais

30.2.1 Identidade pitagorica

No ciclo trigonométrico, o ponto associado ao arco x tem coordenadas
P = (cosz,senx).

Como o raio do ciclo vale 1, o tridngulo formado pelas projecdes de P é
retdngulo e tem catetos de comprimentos | cos x| e | sen x|.
Pelo Teorema de Pitagoras,

|cosz|® + |senx|* = 1%

Como o quadrado elimina os sinais, obtemos a identidade fundamental:

Proposicao 30.1 (Identidade fundamental). Para todo arco x,

‘senzx—l—cost:l.‘

Ela permite determinar uma razdo quando conhecemos a outra, mas é
necessario usar o quadrante para escolher o sinal correto.

Exemplo
Se cosx = % e x estd no quarto quadrante, entdo
9 16
sen’r =1—— = —.
25 25

315



30. IDENTIDADES E EQUACOES TRIGONOMETRICAS

>
L=

P(cosx,senx)
‘

§| en x|
Sl I

| cos x|

Figura 30.1: A identidade fundamental é o Teorema de Pitagoras no ciclo
unitario.

Como o seno é negativo no quarto quadrante,

4 —4/5
seny = —— e tgr = —— =
3/5

4
5 3

30.2.2 Relac¢des com a tangente

Quando cosx # 0,
sen

tgxr = .
CcOS T

Dividindo a identidade fundamental por cos? x, obtemos

sen? z 1
ot l=
cos? x cos? x
isto é,
1 +tge = — b cosx # 0.
cos? x

O cuidado com cosz # 0 ndo é um detalhe: foi por essa quantidade que
dividimos.

30.3 Soma e diferenca de arcos

As férmulas de soma e diferenga podem ser compreendidas a partir de uma
corda do ciclo. Considere os pontos

P = (cos a, sen «) e Q) = (cos f3,sen ().
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\ 4
8

Figura 30.2: A corda P() relaciona as coordenadas dos pontos a diferenca

a— f.
Pela formula da distancia entre dois pontos,

d* = (cosa — cos 3)* + (sena — sen )

=2 — 2(cos avcos f + sen arsen 3).
Por outro lado, no tridngulo POQ), a Lei dos Cossenos fornece
d*> =1*+1% — 2cos(a — fB).

Comparando as expressoes,

cos(av — 3) = cos v cos 5 + sen avsen f3.

Substituindo 3 por —f e usando as simetrias do ciclo, obtemos a féormula do
cosseno da soma. As formulas do seno seguem da relacdo sent = cos (7—; — t).

Proposicao 30.2 (Soma e diferencga). Para quaisquer arcos o e 3,
sen(o & 3) = sen accos § %+ cos aesen f3,
cos(a £ ) = cosacos § F sen asen 3.

Quando as tangentes envolvidas existem,

te(a 4 B) tga +tg g
o =—>
& 1Ftgatgh’

desde que o denominador do segundo membro também seja diferente de zero.

A férmula da tangente vem da divisdo de sen(a £ () por cos(a %+ f3).
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Exemplo

Como 75° = 45° + 30°,

sen 75° = sen 45° cos 30° + cos 45° sen 30°

V2B V21 V442
“o o T T T
30.4 Angulo duplo e reducio de poténcias

Tomando o« = 3 = x nas férmulas anteriores,

|sen 2z = 2senx cos z |

‘cos 21 = cos?x —sen’ x ‘

Usando sen® z + cos? x = 1, a formula do cosseno pode assumir trés formas
equivalentes:

cos2r = cos’xr —sen’z =2cos’xr —1=1—2sen’z.

As duas ultimas formas permitem isolar os quadrados:

9 1 — cos2z 9 1+ cos2x
senx:T, cosazzT

Essas relagdes sdo chamadas formulas de reducao de poténcias.
Quando tg x e tg 2x estdo definidas,

30.5 Equacodes trigonométricas basicas

Resolver uma equacao trigonométrica exige considerar a periodicidade. Uma
solucdo encontrada no ciclo reaparece depois de cada periodo.
Se o é uma solucao de referéncia, as trés formas basicas séo:

r = o+ 2km,

senx =sena <
r=m—a+2km,
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cosr =cosa < x = ta+ 2k,
tgr =tga <— x=a+kn, ke Z.

As duas solugdes do seno em uma volta tém a mesma ordenada; as duas do
cosseno tém a mesma abscissa.

Y
8

mesma ordenada mesma abscissa

Figura 30.3: As equacdes com seno e cosseno sao interse¢des com linhas
horizontais e verticais.

30.5.1 Equacdes com seno

Para resolver senx = %, localizamos os dois pontos do ciclo com ordenada %:

x:%+2k37r ou :1::5%%—21@7?, ke Z.

Se o segundo membro estiver fora do intervalo [—1, 1], ndo havera solugio
real.

30.5.2 Equacoes com cosseno

— V2 3t . 5w
Como cos x = —23° nos arcos - e °F,
3 )
xzf—i—%vr ou mzf—l—le, k € Z.

Também aqui, valores fora de [—1, 1] ndo podem ser cossenos de arcos reais.
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30.5.3 Equacoes com tangente

No primeiro quadrante, tgz = /3 em 2 = . Como a tangente tem periodo
T,

a::%wm, ke

30.5.4 Equacodes com quadrados
Ao extrair a raiz quadrada, os dois sinais devem ser considerados. Por exemplo,

1 1
2
sen- xr 1 senx 9

c w bm 7w 11w
"S16676 6 [

Somando 2k a esses valores, obtemos todas as solugdes reais.

Em uma volta,

30.6 Exercicios Propostos

Fundamentos

5
1. Usando sen? f + cos? § = 1, determine sen § quando cos § = ¢ 0 esta

no primeiro quadrante.

1
2. Mostre que 1 + tg? 0 = sempre que cos § # 0.
c

0s2 6

Aplicacao
3. Calcule: (a) cos 15°; (b) sen 105°.

2
4. Resolva: (a) senf = g; (b) cos@ = 0; (c) tgt = —1.

Dominio
) 3
5. Resolva cos® 0 = 1
6. Resolva sen(f + ) = sen 6.
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Coroacao

7. Mostre que

1 — cos 2z 9
————— =sen"x
2

utilizando cos 2z = cos® z — sen? z.

8. Resolva

2sen(r +7) = V3

no intervalo [0, 27].

9. Demonstre, a partir das formulas de soma e diferenca, que

sen(a + ) 4 sen(a — ) = 2sen v cos (.
10. Resolva, no intervalo [0, 27],

1
cos2x = —.
2

30.7 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

« a diferenca entre identidade e equacéo trigonométrica;

a identidade fundamental e as relacdes com a tangente;

« a demonstracao das féormulas de soma e diferenca;

féormulas de angulo duplo e reducdo de poténcias;

« solucdes gerais de equacdes trigonométricas basicas.

321



CariTULO 31

Exercicios de Geometria Plana e
Trigonometria

Motivacao 31.1

Este capitulo é um treino concentrado dos contetdos dos capitulos an-
teriores (Geometria Plana e Trigonometria). A ideia é consolidar técnicas,
ganhar velocidade e reconhecer padroes.

Aqui as figuras e as relagdes trigonométricas aparecem misturadas, como
costuma ocorrer nos problemas mais interessantes. Comece registrando na
figura os dados conhecidos; muitas solucdes nascem de uma semelhanga, de
uma area ou de uma razdo que so6 fica evidente depois desse primeiro desenho.

31.1 Geometria Plana
Fundamentos
1. Em um triangulo, dois angulos medem 35° e 65°. Calcule o terceiro.

2. Em um poligono convexo de 15 lados, calcule a soma dos angulos inter-
nos.

3. Quantas diagonais tem um poligono convexo de 20 lados?

4. Num tridngulo isdsceles, o angulo do vértice mede 40°. Determine as
medidas dos angulos da base.

5. Em um paralelogramo, um angulo interno mede 68°. Determine as
medidas dos outros trés.
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6.

Um trapézio isosceles tem angulos da base maior medindo 70°. Deter-
mine os angulos da base menor.

Aplicacao

7.

10.

11.

12.

Um tridngulo retangulo tem catetos 9 e 12. Calcule a hipotenusa e a
area.

. Num triangulo retangulo, a hipotenusa mede 26 e um cateto mede 10.

Determine o outro cateto.

Em AABC, um segmento DFE || BC corta ABem D e AC em E. Se
AD =4, AB =10e BC = 15, calcule DE.

Em um tridngulo, a bissetriz do angulo A encontra BC'em D. Se AB = 8
e AC = 12, determine BD : DC.

A area de um losango é 96 e uma diagonal mede 12. Determine a outra
diagonal.

Um trapézio tem bases 18 e 10 e altura 7. Calcule a area.

Dominio

13.

14.

15.

16.

17.

Em um circulo, um angulo inscrito mede 38°. Qual a medida do arco
correspondente?

De um ponto P externo a uma circunferéncia, uma secante intercepta a
circunferéncia em A e B com PA =5 e PB = 20. Calcule o compri-

mento da tangente PT'.

Mostre que, em um quadrilatero inscrito, angulos opostos sao suplemen-
tares.

Em um tridngulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa divide-a em
segmentos de comprimentos 4 e 9. Determine os catetos.

Dois triangulos semelhantes tém razdo de semelhanca 3. Determine a
razao entre suas areas.
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Coroacao

18. (Semelhanca + circunferéncia) Em A ABC), a circunferéncia circunscrita
corta a altura relativa a A novamente em H. Sendo D o pé dessa altura
sobre BC, prove que BD - DC' = AD - DH.

19. (Area) Em um triangulo ABC, pontos D € AB e E € AC satisfazem

AD: DB =2:1e AEFE : EC = 3 : 1. Determine a razdo entre as areas
de AADE e ANABC.

31.2 Trigonometria

Fundamentos

20. Em um tridngulo retangulo, a hipotenusa mede 20 e o cateto oposto ao
angulo # mede 12. Calcule sen 6.

21. Em um triangulo retangulo, a hipotenusa mede 25 e o cateto adjacente
ao angulo ¢ mede 7. Calcule cos 6.

22. Em um triangulo retangulo, os catetos medem 9 e 40. Calcule tg do
angulo oposto ao cateto 9.

23. Converta para radianos: (a) 30°; (b) 135°; (c) 300°.

5 3 11
24. Determine o quadrante de: (a) %; (b) _ZW; (c) %

Aplicacao

25. Calcule: (a) sen (5%) (b) cos (%) (c) tg <%T)

26. Simplifique usando reducdo: (a) sen(d+27); (b) cos(m —0); (c) tg(m+0).
27. Sesenf = g e 6 é agudo, determine cosf e tg 6.

28. Calcule sen 75°.

29. Calcule cos 15°.
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Dominio

30. Resolva sen = ER

31. Resolva cos8 = 0.

32. Resolvatgf = —1.

33. Resolva sen?6 =

34. Resolva cos® f =

ol I

Coroacao
35. Resolva a equagao sen(f + %) = sen 6.
36. Encontre todos os 6 tais que sen @ + cos = /2.

37. Mostre que cos 20 = 1 — 2sen? 6.

31.3 Problemas integradores (Geo + Trig)

Aplicacao

38. Um poste projeta uma sombra de 8 m em um terreno plano. No mesmo
instante, o angulo de elevacdo do Sol é 30°. Expresse a altura do poste
em funcio de tg 30° e determine o valor numérico.

39. Uma escada de 5 m encostada em uma parede forma um angulo de 60°
com o chao. Determine a altura alcancada na parede.

40. Em um tridngulo retangulo, o angulo agudo 6 satisfaz tg§ = —. Deter-

e~ w

mine sen f e cos 6.

Dominio

41. Em um tridngulo ABC, com AB = AC, o angulo do vértice A mede
40°. Calcule sen 20° em funcao de cos 40°.
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42. Uma circunferéncia de raio 10 é tangente a duas retas concorrentes
formando um angulo de 60°. Determine a distancia do centro da circun-
feréncia ao ponto de intersecio das retas.

Coroacao
43. (Desafio) Prove que, em qualquer triangulo, vale a Lei dos Senos:

a b c

senA  senB senC’
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CariTULO 32

Geometria Espacial:
Fundamentos, Prismas, Cilindros
e Piramides

Motivacao 32.1

A geometria espacial amplia a geometria plana para o mundo tridimen-
sional. Aqui, medidas como area e volume se tornam protagonistas,
e a visualizagdo vira parte do método. Neste capitulo, vamos construir
as bases (ponto, reta e plano no espaco), compreender a estrutura dos
poliedros e estudar trés familias fundamentais: prismas, cilindros e
piramides.

Contexto historico 32.1

Problemas de volume e mensuracdo aparecem desde a Antiguidade, em
obras, reservatorios e impostos sobre graos. A formalizagdo da geometria
espacial e o desenvolvimento de métodos de calculo de areas e volumes
evoluiram com a engenharia e, mais tarde, com o calculo integral. No
Ensino Médio, a meta é dominar defini¢des, reconhecer sélidos e aplicar
féormulas com seguranca.

32.1 Fundamentos no espaco

32.1.1 Ponto, reta e plano

No espaco, um plano pode ser pensado como uma “superficie plana infinita”.
Relagdes importantes:
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« duas retas podem ser concorrentes, paralelas ou reversas;
« uma reta pode ser paralela ou perpendicular a um plano;

« dois planos podem ser paralelos ou secantes.

32.1.2 Distancias e secoOes

Duas ideias aparecem o tempo todo:
« distancia entre planos paralelos (altura do sélido);

« secao (corte): a figura obtida ao cortar um sélido por um plano.

Figura 32.1: Uma reta r intersectando um plano 7 em um ponto P.

32.2 Poliedros, faces, arestas e vértices

Um poliedro é um sélido limitado por poligonos. Esses poligonos sdo suas
faces; os lados compartilhados por duas faces sdo as arestas; os encontros das
arestas sdo os vértices. Cubos, prismas e piramides sdo poliedros. Cilindros e
cones nao sao, pois possuem superficies curvas.

Em um poliedro convexo, vale a relagdo de Euler:

V—A+F=2,

em que V, A e F' indicam, respectivamente, o nimero de vértices, arestas e
faces.
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Exemplo 32.1: Relacao de Euler no cubo

Um cubo possui V' =8, A = 12 e F' = 6. De fato,
8—12+6=2.

A relagio funciona como uma verificacido: se uma contagem nio satisfaz
a igualdade, alguma face, aresta ou vértice foi omitido.

Uma planificacgao abre as faces de um poliedro sobre o plano sem deforma-
las. Ela permite enxergar a area total como soma de areas planas.

Figura 32.2: Uma das planificacdes possiveis do cubo: seis quadrados congru-
entes.

32.3 Prismas

32.3.1 Definicao

Um prisma é um poliedro com duas faces paralelas e congruentes chamadas
bases. As demais faces sdo laterais.

base

Loocooooooooad oo

base

Figura 32.3: Prisma reto: bases paralelas e altura h.
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32.3.2 Prismas mais comuns (visual)

Prisma triangular (reto). Prisma de base hexagonal.

Figura 32.4: Exemplos de prismas: o tipo é determinado pela forma da base.

32.3.3 Prisma reto

No prisma reto, as arestas laterais sdo perpendiculares as bases. Seja:
. Ap: area da base;
+ P,: perimetro da base;
+ h: altura.

Proposicao 32.1 (Volume do prisma).
V = Aph.

A expressido V = Ayh também pode ser compreendida pelo principio de
Cavalieri: s6lidos de mesma altura e com se¢des de mesma area em todos os
niveis possuem o mesmo volume. Assim, inclinar um prisma sem alterar a
base e a altura nao modifica seu volume.

Proposicio 32.2 (Area lateral e total do prisma reto).

A, = Ph,  Ap= A+ 24,

Exemplo

Um prisma reto de base retangular tem base 6 x 4 e altura 10. Calcule o volume
e a area total.

Solucao

Ay,=6-4=24e P, =2(6+4) = 20. Entdo

V =24-10 = 240, Ap =20-10 = 200, Ap =200+ 2 - 24 = 248.
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32.4 Cilindros

32.4.1 Definicao

Um cilindro é um sélido com duas bases circulares congruentes e paralelas.
No cilindro reto, a altura h é a distancia entre as bases. Seja r o raio da base.

- -o

Figura 32.5: Cilindro reto: raio r e altura h.

Proposicao 32.3 (Volume do cilindro).
V = 7r?h.

Proposicio 32.4 (Area lateral e total do cilindro reto). A drea lateral é a Grea
de um retangulo de base 2mtr e altura h:

A; = 2nr h.

A area total é
Ar = Ap + 2712,

Exemplo
Um cilindro reto tem raio r = 3 e altura h = 8. Calcule V', Ay e Ar.
Soluciao

V =r-32.8 =72, Ap =2m-3-8 = 48, Ap = 487 +27w-9 = 66m.

32.5 Piramides
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32.5.1 Definicao

Uma piramide é um poliedro com uma base poligonal e faces laterais trian-
gulares que se encontram em um ponto chamado vértice. A altura h é a
distancia do vértice ao plano da base.

base

Figura 32.6: Piramide: base poligonal, vértice V' e altura h.

Proposi¢ao 32.5 (Volume da pirdmide). Se A, é a area da base e h é a altura,
entao

Ay h
V=20
3

Exemplo

Uma piramide tem base quadrada de lado 6 e altura 10. Calcule o volume.
Solucao
A, = 62 = 36. Logo,

1

32.6 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Classifique pares de retas no espaco: concorrentes, paralelas e rever-
sas (desenhe um exemplo de cada).

2. Explique o que é uma secdo plana e dé um exemplo em um prisma.

3. Cite um exemplo de: (a) reta paralela a um plano; (b) reta perpendicular
a um plano; (c) dois planos paralelos.
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Aplicacao

4.

5. Um prisma reto tem base quadrada de lado 5 e altura 7. Calcule a area
total.
6. Um cilindro reto tem raio 5 e altura 10. Calcule o volume.
7. Um cilindro reto tem raio 4 e area lateral 647. Determine a altura.
8. Uma piramide tem base quadrada de lado 8 e altura 9. Calcule o volume.
Dominio
9. Um prisma reto tem base hexagonal regular de lado 4 e altura 9. Sabendo
que o perimetro da base é 24, calcule a area lateral.
10. Um cilindro reto tem raio 2 e altura 6. Calcule a area total.
11. Uma piramide tem base triangular de area 18 e altura 15. Calcule o
volume.
12. Um recipiente cilindrico de raio 6 cm é preenchido até a altura de 20 cm.
Calcule o volume de 4gua (em cm?).
Coroacao
13. Um prisma reto e um cilindro reto tém a mesma altura /» e a mesma
area da base A,. Compare seus volumes.
14. Um cone e uma pirdmide tém a mesma base (mesma area A;) e a mesma

Um prisma reto tem base triangular de area 30 e altura 12. Calcule o
volume.

altura h. Compare seus volumes.

32.7 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

« relacOes entre ponto, reta e plano no espaco;

« poliedros, planificagdes e relacido de Euler V' — A + F' = 2;
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« prismas: definicdo, volume, area lateral e area total;
« cilindros: definicao, volume, area lateral e area total;

« pirAmides: elementos e volume Ayh/3.
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CAapriTULO 33

Geometria Espacial: Cones e
Esferas

Motivacao 33.1

Depois de prismas, cilindros e piramides, faltam dois so6lidos que aparecem
o tempo todo em problemas reais: cones e esferas. Além de formulas,
vamos reforcar a leitura geométrica (raio, altura, geratriz) e conectar as
areas laterais com a ideia de desenvolvimento (abrir a superficie).

Contexto historico 33.1

Cones e esferas aparecem em recipientes, pe¢as mecanicas, arquitetura
e astronomia. O estudo da esfera é antigo (area e volume ja eram discu-
tidos na tradicdo grega), mas as demonstragdes modernas se conectam
naturalmente a ideia de comparacéo e, mais tarde, ao calculo. No Ensino
Médio, o foco é dominar as expressdes e saber escolher a formula certa.

33.1 Cones

33.1.1 Cone reto: definicao e elementos

Um cone reto tem base circular de raio r e vértice alinhado com o centro da
base. Chamamos de:

o h: altura;
« 7:raio da base;

+ g: geratriz (segmento do vértice a um ponto da borda da base).
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No cone reto, vale a relagio pitagorica

g =n*+r

Figura 33.1: Cone reto: raio r, altura h e geratriz g.

33.1.2 Areas e volume

Proposicio 33.1 (Area lateral e area total do cone reto). A drea lateral do
cone reto é
Ap =1rg.

A area total é
AT = AL + 777“2.

Proposicao 33.2 (Volume do cone).

Exemplo

Um cone reto tem raio 3 e altura 4. Calcule a geratriz, a area lateral e o volume.
Solucio

g=vV3>+42=05.

Logo,
2
.32.4
A, =7-3-5=15m, V:%:Hﬂ.
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33.1.3 Tronco de cone (opcional, mas muito util)

Um tronco de cone é obtido ao cortar um cone por um plano paralelo a base.
Se os raios das bases sdao R (base maior) e r (base menor), a altura é h e a
geratriz do tronco é g, entao:

Figura 33.2: Tronco de cone: raios R e r, altura h e geratriz g.

h
Ap=m(R+r)g, V= %(R2+Rr+r2).

33.2 Esferas

33.2.1 Definicao

Uma esfera é o conjunto de pontos do espago a uma distancia fixa r de um
ponto (centro). O sélido preenchido é a bola.

Figura 33.3: Esfera: raio r e um “equador” para dar nocéo de profundidade.
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33.2.2 Secoes planas da esfera

Quando um plano corta uma esfera, a secdo obtida é um circulo. Se o plano
passa pelo centro, temos um circulo maximo, de raio r. Se a distancia do
centro ao plano é d, o raio p da secdo satisfaz

o+ d* =1r?, p=Vr:—d.

Essa relacdo vem de um triangulo retangulo formado pelo centro da esfera,
pelo centro da secdo e por um ponto de sua borda.

Figura 33.4: Seciio plana de uma esfera: r* = d? + p.

33.2.3 Area e volume

Proposicio 33.3 (Area da esfera).
A = dnr?.

Proposicao 33.4 (Volume da esfera).

4
V= §7rr3.

Exemplo
Uma esfera tem raio 5. Calcule a area e o volume.

Solucao

A =47 - 5% =100, V:§7T~53:T7r.
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33.3 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Um coneretotemr =6 e h = 8. Calcule g, A, e V.
2. Um tronco de cone tem R = 6, r = 2 e g = 5. Calcule a area lateral.

3. Uma esfera tem raio 3. Calcule a area e o volume.

Aplicacao

4. Um cone reto tem A;, = 607 e r = 6. Determine a geratriz.
5. Um cone reto tem volume 487 e raio 4. Determine a altura.
6. Um tronco de cone tem R = 5, r = 3 e h = 12. Calcule o volume.

7. Uma bola tem volume 367. Determine o raio.

Dominio

8. Um cone reto tem 7 = 5 e geratriz ¢ = 13. Determine a altura e a area
lateral.

9. Duas esferas tém raios 2 e 6. Determine a razio entre seus volumes.

10. Um cone e um cilindro tém o mesmo raio 7 e a mesma altura h. Compare
seus volumes.

Coroacao

11. Usando apenas a comparacdo de volumes e desconsiderando o empaco-
tamento, qual é o maior niimero inteiro de esferas de raio 1 compativel
com o volume de um cilindro de raio 3 e altura 10?

12. Uma esfera de raio r esta inscrita em um cilindro reto (toca o topo, a
base e a lateral). Determine a razdo entre o volume da esfera e o volume

do cilindro.
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33.4 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:
« cone reto: elementos (r, h, g) e relacdo g? = h? + r?;
« cone: area lateral, 4rea total e volume;
« tronco de cone: féormulas tteis de area e volume;
43

« esfera: secdes planas, area 47r? e volume ST
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CariTULO 34

Geometria Analitica: Pontos e
Retas no Plano

Motivacao 34.1

A Geometria Analitica é a ponte entre algebra e geometria: dese-
nhamos no plano cartesiano e, ao mesmo tempo, descrevemos tudo por
equacdes. Neste primeiro contato, vamos focar no essencial: pontos,
distancias, ponto médio e retas.

Contexto historico 34.1

A grande ideia, popularizada por René Descartes (século XVII), foi colo-
car a geometria “em coordenadas”: curvas viram equagdes e problemas
geométricos viram contas. Isso abriu caminho para aplicacdes em fisica,
engenharia, computacao e, mais tarde, para o calculo.

34.1 O plano cartesiano e o ponto

Um ponto no plano é representado por um par ordenado P(x,y). Chamamos
x de abscissa e y de ordenada.

34.1.1 Quadrantes

Os sinais de = e y determinam em que quadrante o ponto esta:

341



34. GEOMETRIA ANALITICA: PONTOS E RETAS NO PLANO

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
‘ ‘ ‘ ' — T
1 2 3 4 5

Figura 34.1: Representa¢do de um ponto P(z,y) no plano cartesiano.

Quadrante sinais
I x>0,y>0
I r<0,y>0
III r<0,y<0
v x>0,y<0

34.2 Distancia entre dois pontos

Proposi¢ao 34.1 (Formula da distancia no plano). Se A(x1,y1) e B(2,y2),
entdo

AB = \/(z2 — 11)? + (yo — )2

Exemplo

Calcule a distancia entre A(1,2) e B(5,5).
Solucio

AB=+/(5—-12+(5-2)2=+16+9=5.

34.3 Ponto médio de um segmento

Proposicao 34.2 (Formula do ponto médio). O ponto médio M do segmento
AB, com A(Il, y1> e B(LUQ, y2), é

M<$1+1‘2 ?Jl+y2>.

2 72
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Exemplo

Determine o ponto médio do segmento com extremidades A(—2,3) e B(4, —1).

Solucio
\ (—2+473+(—1)) —(11),
2 2

34.4 Inclinacao e equacdes da reta

34.4.1 Coeficiente angular (inclinacao)

Proposicao 34.3 (Coeficiente angular). Se A(x1,y;) e B(xs,ys) com xy # 1,
o coeficiente angular (inclinacao) da reta AB é

Y2 — U1
m = .
To — 1

Observacao. Se v = 71, a reta é vertical e ndo possui coeficiente angular.

34.4.2 Equacao reduzida: y = mz + b

Proposicao 34.4 (Reta na forma reduzida). Uma reta nao vertical pode ser
escrita como

y=mx + b,

onde m € o coeficiente angular e b é o valor de y quando x = 0 (intercepto em y ).

Exemplo

Encontre a equagéo da reta que passa por A(2,1) e B(6,5).
Solucio

m=——=1.
6—2
Usando A(2,1) emy = mx + b:
1=1-24b = b=—1.

Logo,aretaéy =x — 1.
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34.4.3 Forma geral: ax + by +c¢c =10
Toda reta pode ser escrita como
ar +by+c=0,
coma,b,c € Re(a,b) # (0,0).
Proposicao 34.5 (Reta vertical). Uma reta vertical tem equagao

z=k.

34.4.4 Forma ponto-inclinacao

Se uma reta de coeficiente angular m passa por P(zg,yo), qualquer outro
ponto (z,y) da reta satisfaz

Y — Yo

T — X

=m.
Assim,

y—yozm(x—:co).

Essa forma evita procurar o intercepto antes da hora. Por exemplo, a reta de
inclina¢do —2 que passa por (3, 1) pode ser escrita como

y—1=-2(x—3),

ou, depois de simplificar, y = —2x + 7.

34.4.5 Retas paralelas e perpendiculares

Duas retas nao verticais sao paralelas quando possuem o mesmo coeficiente
angular:
my = May.

Elas sdo perpendiculares quando suas inclinagdes satisfazem
mimse — —1.
Portanto, se uma reta tem coeficiente m # 0, uma reta perpendicular a ela tem

coeficiente —%. As retas vertical e horizontal também sdo perpendiculares
entre si.
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Figura 34.2: Paralelismo preserva a inclinacédo; perpendicularidade troca o
coeficiente por seu oposto reciproco.

34.4.6 Distancia de um ponto a uma reta

Se P(xg,yo) e areta r tem equacgdo ax + by + ¢ = 0, a menor distancia entre
P e r é medida pelo segmento perpendicular:

amo + byo + ¢

O numerador mede quanto o ponto se afasta da equagéo dareta; o denominador
corrige esse valor para que a distancia ndo dependa da forma equivalente
escolhida para a equacgao.

d(P,r)

34.5 Intersecao de duas retas

Para encontrar o ponto de intersecdo, montamos um sistema com as duas
equacoes.

Exemplo
Encontre o ponto de intersecdoder:y=2x+les:y=—x+7.
Solucao
2+1l=—24+7T=3x=06=2=2.
Entao

y=2-2+1=5.

O ponto de intersegéo é (2, 5).
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34.6 Exercicios Propostos

Fundamentos

1.

Identifique o quadrante (ou eixo) de cada ponto: (a) (—3,2); (b) (4, —1);
() (0,5); (d) (=2, =7).

Calcule a distancia entre A(0,0) e B(6, 8).

Encontre o ponto médio do segmento com extremidades A(3, —2) e
B(—1,6).

4. Calcule o coeficiente angular da reta que passa por A(1,4) e B(5,0).
Aplicacao
5. Encontre a equagdo da reta que passa por P(0, —3) e tem coeficiente

angular m = 2.

6. Encontre a equacio da reta que passa por A(—2,1) e B(4,3).
7. Determine o ponto de intersecdo dasretas y = 3z —2 ey = —2x + 8.
8. Uma reta passa por (1, 2) e é paralela a retay = —%x + 3. Encontre sua
equacao.
Dominio

9.

Mostre que o tridngulo com vértices A(0,0), B(4,0) e C(0, 3) é retan-
gulo.

10. Determine k para que os pontos A(1, k), B(3,5) e C(7,9) sejam coli-
neares.
11. Encontre a equacgéo da reta perpendicular a y = 4x — 1 que passa por
(2,3).
Coroacao
12. Considere a familia de retas r; : y = tx + 1. Determine o conjunto de
pontos de intersecao de r; com a reta s : y = —x + 4, quando ¢ varia
em R.
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13. Se A(1,2) e B(5,6), determine a equacio do lugar geométrico dos
pontos P(x,y) tais que PA = PB.

34.7 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

« pontos no plano cartesiano e quadrantes;

- distancia entre dois pontos: /(Az)? + (Ay)2;

+ ponto médio de um segmento;

« coeficiente angular e equacoes da reta (y = mx + b, ax + by + ¢ = 0);
« forma ponto-inclinacio, paralelismo e perpendicularidade;

« distancia de um ponto a uma reta;

. intersecdo de retas via sistema.

347



CAapriTULO 35

Geometria Analitica:
Circunferéncia e Lugares
Geomeétricos

Motivacao 35.1

Depois de pontos e retas, a proxima figura que aparece naturalmente no
plano é a circunferéncia. O motivo é simples: circunferéncia é distancia
constante. Neste capitulo, vamos transformar essa ideia em equacdes e
usar sistemas para estudar intersecdes e tangéncias.

Contexto historico 35.1

A linguagem de lugares geométricos (“conjunto de pontos que satisfazem
uma condicao”) é antiga, mas a versdo analitica ficou poderosa com o
plano cartesiano. Quando uma condicao geométrica vira uma equacio,
conseguimos resolver o problema com algebra.

35.1 Lugares geométricos (ideia geral)

Um lugar geométrico é o conjunto de pontos P(x,y) que satisfazem uma
condigdo. A estratégia padrao é:

1. traduzir a condigdo para uma igualdade (geralmente com distancia);
2. escrever a condi¢do em termos de x e y;
3. simplificar até chegar numa equacdo conhecida.
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35.2 Circunferéncia: definicao e equacio redu-
zida
Proposi¢iao 35.1 (Definicio de circunferéncia). Dado um ponto C(a,b) e um

raior > 0, a circunferéncia de centro C e raior é o conjunto de pontos P(x,y)
tais que PC =r.

Pela férmula da distancia,

PC=+/(r—a)?+(y—b2=r
Elevando ao quadrado, obtemos a equacao reduzida:

(x —a)®+ (y — b)* =12

A

TN

\ 4
8

\

Figura 35.1: Circunferéncia: conjunto de pontos P(z, y) a distancia r do centro

C(a,b).

Exemplo

Escreva a equagio da circunferéncia de centro C'(2, —1) e raio 3.
Solucio

(z—2°+(@y+1)?*=09.
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35.3 Equacio geral e completar quadrados

Ao expandir a forma reduzida, obtemos uma forma equivalente:
P +y*+Dx+Ey+F=0.
Proposicao 35.2 (Centro e raio na forma geral). Se
2 +y*+Dr+Ey+F =0,

entdo o centro é (—%, —%) e

(Quando r? > 0, a circunferéncia existe.)

Exemplo

Determine centro e raio de 2% + y? — 42 + 6y — 12 = 0.
Solucao Agrupando e completando quadrados:

(2* — 4x) + (y° + 6y) = 12
(=2 -4+ (y+3)°*—-9=12
(x —2)*+ (y+3)* = 25.
Logo, C'(2,—3) er = 5.

35.4 Intersecao entre reta e circunferéncia

Para encontrar os pontos de intersecdo entre uma reta e uma circunferéncia,
resolvemos um sistema com as duas equacdes.
Exemplo
Encontre os pontos de interse¢do entre

A ; A i C 2 2 _

retar:y=ux e circunferéncia vy : ° + y~ = 8.
Solucio Substituindo y = x na circunferéncia:
2 2 _ 2 _ 2 _ —
T+ =8=2r"=8=a" =4= 10 =22

Como y = z, os pontos sdo (2,2) e (=2, —2).
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Y
8

~—

Figura 35.2: Reta secante: duas interse¢des entre a reta e a circunferéncia.

35.5 Tangeéncia e distancia do ponto a reta

Um jeito eficiente de decidir se uma reta é secante, tangente ou externa a
uma circunferéncia é comparar:

« d: distancia do centro C' a reta;

« 7: raio da circunferéncia.

TN

| d
r
secante tangente externa
d<r d=r d>r

Figura 35.3: Posi¢oes relativas de uma reta em relacdo a uma circunferéncia:
secante, tangente e externa.
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Proposicao 35.3 (Distancia do ponto a reta). Searetaéar +by+c=0eo
ponto é C(xg, yo), entdo

_awg + byo + |

Proposicao 35.4 (Critério de posicdo relativa). Para a circunferéncia de centro
C eraior:

d

« sed < r, areta é secante (2 intersecoes);
« sed = r, a reta é tangente (1 interse¢do);

« sed > r, areta é externa (0 intersegoes).

Exemplo

Decida a posicéo relativa da reta 3x + 4y — 10 = 0 em relacdo a circunferéncia
(x =12+ (y—2)2=0.
Solucao O centro é C(1,2) e r = 3. A distancia do centro a reta é

S l3ia2—10] 1
R+ 2 55

Como d < r, a reta é secante.

35.6 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Escreva a equagdo da circunferéncia de centro C'(—1,4) e raio 2.
2. Encontre o centro e o raio de 22 + y2 + 22 — 8y + 5 = 0.

3. Verifique se o ponto P(1,2) pertence a circunferéncia (z — 3)? + (y +
1)? = 20.

4. Determine os pontos de intersecio entre y = 0 e x> + 3> = 16.
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Aplicacao

5.

Encontre a equacao da circunferéncia de diametro com extremidades

A(2,0) e B(6,4).

6. Determine as intersecOes entre a reta y = 2z — 1 e a circunferéncia
z? +y? =b.
7. Para quais valores de k aretay = k é tangente a circunferéncia 2% +y? =
9?
8. Encontre a equacédo da circunferéncia que passa pelos pontos (0,0),
(4,0) e (0,4).
Dominio
9. Determine a equacio do lugar geométrico dos pontos P(z, y) tais que
PA =5, com A(2,—1).
10. Seja A(—2,0) e B(2,0). Determine o lugar geométrico dos pontos
P(z,y) tais que PA = PB.
11. Encontre m para que a reta y = mx + 3 seja tangente a circunferéncia
(0 —1)+(y—2)° =4
Coroacao
12. Seja v : 2 + y? = 1. Para um ponto P(¢,0) com ¢ > 1, considere
as tangentes a v que passam por P. Determine as equagdes dessas
tangentes.
13. Determine o lugar geométrico dos pontos P(z,y) tais que a poténcia

de P em relaciio a circunferéncia 22 + 3> — 4z = 0 seja igual a 3.

35.7 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:

« aideia de lugar geométrico e como traduzir condi¢cdes em equagdes;

« circunferéncia como conjunto de pontos a distancia constante de um

centro;
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equacdo reduzida (z —a)?+ (y — b)? = r? e forma geral 2% + y? + Dx +
Ey+ F = 0;

completar quadrados para encontrar centro e raio;

intersecao reta—circunferéncia por sistema;

(opcional) distancia do ponto a reta e critério de tangéncia.
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CApPiTULO 36

Exercicios de Geometria Espacial
e Analitica

Este capitulo aproxima duas maneiras de enxergar a geometria. Nos solidos,
um bom esboco ajuda a separar raio, altura, geratriz e area da base. No plano
cartesiano, o desenho orienta a equacdo, mas ¢ a algebra que confirma a
posicao de cada ponto, reta ou circunferéncia.

36.1 Exercicios Propostos

Fundamentos

1.

2.

Calcule a distancia entre A(—2,1) e B(4,5).

Encontre o ponto médio do segmento com extremidades A(7, —3) e

B(-1,9).

. Determine a equacdo da reta que passa por (3,2) e tem coeficiente

angular m = —2.

Escreva a equagéo da circunferéncia de centro C'(1, —2) e raio 4.

. Um cone reto tem raio 7 = 3 e altura h = 4. Calcule a geratriz e o

volume.

. Uma esfera tem area 144x. Determine o raio e o volume.

. Considere os pontos A(0,0) e B(6,8). (a) Calcule AB. (b) Encontre o

ponto médio M.

. Encontre o centro e o raio de 2% + ¢ + 6z — 2y — 7 = 0.

. Um tronco de cone tem R = 6,7 = 2 e h = 8. Calcule o volume.
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Aplicacao

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

356

Encontre o ponto de intersecdo das retas y = %x +le2x+y="T.

Determine as interse¢des entre a reta y = —x + 4 e a circunferéncia
(x—1)%+(y—1)2 =5,

Para quais valores de k a reta y = k corta a circunferéncia x° + 3> = 16
em dois pontos?

Encontre a equacao da circunferéncia cujo didmetro tem extremidades

A(—2,3) e B(6,1).

Uma esfera de raio 5 estd inscrita em um cilindro reto. Calcule a razao
entre o volume da esfera e o volume do cilindro.

Um cilindro e um cone tém o mesmo raio r e a mesma altura h. Qual é

cone
?

a razao
cil

No plano, a circunferéncia tem centro C'(1, 1) e passa pelo ponto P(4, 3).
Determine sua equacao.

Determine a equacdo da reta perpendicular a y = 3z — 2 que passa por

(1,5).

Na figura, a reta r intercepta a circunferéncia em A e B. Determine as

coordenadas de A e B.
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(Considere a circunferéncia 22 + 3% = 9.)

Dominio

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Mostre que o tridngulo de vértices A(0,0), B(6,0) e C(3,4) é isosceles.

Encontre m para que a reta y = maz + 2 seja tangente a circunferéncia
22 4 y? —dr — 6y — 12 = 0.

Determine o lugar geométrico dos pontos P(x,y) tais que PA = PB,
com A(—3,2) e B(5,2).

Um cone reto tem area lateral 487 e raio r = 6. Determine a geratriz e
a altura.

Uma esfera é derretida e o material é usado para formar 8 esferas idén-
ticas. Se o raio da esfera original era 6, qual é o raio de cada esfera

menor?

Um tronco de cone tem R = 5, r = 3 e geratriz g = 5. Determine sua
altura h.
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25. Determine a distancia do ponto C'(2, —1) areta 3z — 4y + 5 = 0.
26. Determine os pontos de interseciio entre as circunferéncias 2% +y? = 25
e (x—3)*+y*=16.
Coroacao

27. Sejay: (x —2)*+ (y+1)> =9 er : y = mx. Determine os valores de
m para os quais r é tangente a .

28. Determine a equacdo da circunferéncia que é tangente aos eixos coor-
denados e passa pelo ponto (3, 4).

29. Um plano corta uma esfera de raio 1R a uma distancia d do centro. Mostre
que a sec¢éo é um circulo de raio v/ R? — d? e determine sua area.

30. Um cone reto de altura h e raio da base r é cortado por um plano paralelo
a base, formando um tronco de cone de altura ah (com 0 < a < 1).
Determine o volume do tronco em funcdo de r, h e «.

31. Considere a circunferéncia 22 + y* = 1 e um ponto P(t,0) com ¢ > 1.
Determine as equacdes das tangentes a circunferéncia que passam por

P.
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CapriTULO 37

Estatistica Descritiva

Motivacao 37.1

Quando a gente tem muitos dados, olhar valor por valor nao ajuda. A
Estatistica Descritiva cria medidas (média, mediana, moda, varidncia,
desvio padrao) e representacdes graficas para resumir o conjunto e
tomar decisdes com mais clareza.

Contexto historico 37.1

A ideia de resumir dados aparece desde censos antigos, mas a estatistica
moderna cresceu junto com a ciéncia e a administracido publica. No
Ensino Médio, o foco é interpretar dados, calcular medidas basicas e ler
graficos com senso critico.

37.1 Dados, tabelas e frequéncias

Considere um conjunto de dados (amostra) com n observagdes. Uma tabela
de frequéncias organiza os valores e quantas vezes aparecem.

Definicao 37.1: Frequéncia absoluta e relativa

A frequéncia absoluta de um valor é o nimero de vezes que ele aparece.
A frequéncia relativa ¢é a frequéncia absoluta dividida por n.

Exemplo

Os dados (notas) sao: 6, 7, 7, 8, 8, 8, 9. Monte a tabela de frequéncias.
Solucao
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Valor | f | fr
6 |1] 1
s o]
8 |32
9 1] 3

37.2 Medidas de tendéncia central

37.2.1 Média
Proposicao 37.1 (Média aritmética). Para dados x4, ..., x,, a média é

1+ To+ -+ Ty

7 =
n
Exemplo
Calcule a média de 4, 5, 7, 8.
Soluciao
4454748
xr = f == 6.

37.2.2 Média ponderada

Quando os valores tém pesos diferentes, a média simples deixa de representar
corretamente o conjunto. Se z1, ..., x) possuem pesos Py, . . . , Pi, USAMOS

_Tipr e+ TPk
8 pittpe

Uma prova de nota 8 com peso 2 e outra de nota 6 com peso 3 produzem

. 8:2+46:3 34

S A 6.8.
Tp 213 5

37.2.3 Mediana

Proposicao 37.2 (Mediana). Ordene os dados.
« Sen é impar, a mediana é o termo central.

« Sen é par, a mediana é a média dos dois termos centrais.
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Exemplo

Encontre a mediana de 2, 3, 4, 8, 9, 10.
Solucao Como n = 6, a mediana é

4
Med:%8:6.

37.2.4 Quartis e boxplot

Depois de ordenar os dados, os quartis dividem a lista em quatro partes. O
segundo quartil () é a mediana; (), é a mediana da metade inferior e ()3, da
metade superior. O intervalo

AIQ = Q3 — (1
¢ chamado amplitude interquartil e descreve a dispersdo da metade central
dos dados.
Para 1,2,3,4,8,9, 10, temos
Q1 = 2,qquadQ2 = 4, qquadQs = 9.
Um boxplot representa os extremos, os quartis e a mediana em uma unica

figura.

mediana

— —

Figura 37.1: Boxplot dos dados 1,2, 3,4, 8,9, 10.

37.2.5 Moda

Definicao 37.2: Moda

A moda é o valor (ou valores) que mais se repete(m).

Exemplo

Qual a moda dos dados 1, 2, 2, 3, 3, 3, 57

Solucio A moda é 3.
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37.3 Medidas de dispersao

37.3.1 Variancia

Proposicao 37.3 (Variancia (dados nao agrupados)). Para dados x4, ...,z, e
média T, definimos a varidncia por

pro BT A (20— 2)
- .

Observacao. Em alguns cursos (e em muitas calculadoras), para amostra
usa-se

s D (mi— f)z‘

Ca—
n—1

No Ensino Médio, quando o enunciado néo especificar, use a definicdo com n.

37.3.2 Desvio padrao

Definicao 37.3: Desvio padrao

O desvio padrao ¢ a raiz quadrada da variancia:

o= Vo2

Exemplo

Para os dados 2, 4, 4, 6, calcule 7, 02 e 0.

Solucio
. 244+4+6
rI=—=4
4
Entao
s (2—4P+(4—4)2+(4—4)*+(6—4)*
o° =

4
2, o=2.

C440+0+4
==
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37.3.3 Coeficiente de variacao

O desvio padrao mantém a unidade dos dados. Para comparar dispersdes de
conjuntos com médias muito diferentes, pode ser mais informativo usar o
coeficiente de variacao:

g

CV = —
|z]

-100%, T #0.

Se duas turmas tém desvios padrio iguais, mas médias 5 e 50, a mesma disper-
sdo absoluta representa situagoes relativas muito diferentes. O coeficiente de
variagao torna essa comparacdo explicita.

37.4 Leitura e interpretacao de graficos

Graficos nio servem sé para “enfeitar”: eles ajudam a perceber padroes, com-
parar grupos e identificar valores atipicos.

37.4.1 Grafico de barras (comparacao de categorias)

freq.

N 36
30
25
] 18
I categoria
A B C D

Figura 37.2: Exemplo de grafico de barras: comparar categorias (A, B, C, D).

37.4.2 Histograma (dados em intervalos)

Quando os dados sdo muitos, é comum agrupa-los em classes (intervalos). O
histograma mostra a frequéncia em cada intervalo.
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freq.

A

> valor
Figura 37.3: Exemplo de histograma: frequéncias por intervalos.

37.4.3 Cuidados na leitura

« Verifique se o eixo vertical comeca em zero (sendo, pode exagerar dife-
rencas).

+ Observe a unidade (porcentagem, pessoas, reais, etc.).

+ Veja se ha comparacio justa (mesma escala, mesmo periodo, mesma

base).

37.5 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Calcule a média de 5, 7, 8, 10.
2. Encontre a mediana de 1, 4, 4, 6, 9.
3. Encontre a moda dos dados: 2, 2, 3, 4, 4, 4, 7.

4. Para os dados 1, 3, 5, 7, calcule Z e o2 (usando n).

Aplicacao
5. A tabela mostra o nimero de livros lidos por 10 alunos:
0,1,1,2,2, 2, 3, 3,4, 5.

Determine média, mediana e moda.
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6. As alturas (em cm) de 5 estudantes sdo 160, 165, 170, 175, 180. Calcule
a variancia e o desvio padréo.

7. Em uma prova, a média foi 6,0. Um aluno tirou 2,0 pontos abaixo da
média. Qual foi a nota dele?

8. Um conjunto tem média 10. Ao adicionar o valor 20, a nova média passa
a 11. Quantos dados havia originalmente?
Dominio

9. Dois conjuntos tém a mesma média, mas um tem desvio padrdo maior.
O que isso significa, em termos de dispersiao?

10. Considere os dados 1, 1, 1, 9, 9, 9. Calcule média e mediana e comente
qual medida descreve melhor o “centro”.

11. (Leitura grafica) No histograma da se¢do anterior, qual intervalo tem
maior frequéncia?

12. (Leitura grafica) No grafico de barras, qual categoria é a maior? Qual é
a menor?
Coroacao

13. (Nivel superior) Prove que, para quaisquer dados z1, . . ., T,

D (zi—1)=0.

i=1

14. (Nivel superior) Um conjunto tem média 8 e variancia 4 (definicdo com
n). Se somarmos 3 a todos os valores, qual sera a nova média e a nova
variancia?

37.6 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:
« tabelas de frequéncia (absoluta e relativa);

« média simples e ponderada, mediana e moda;
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« quartis, boxplot e amplitude interquartil;
« variancia, desvio padrio e coeficiente de variagao;

« leitura de graficos (barras e histograma) e cuidados de interpretacao.
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CariTULO 38

Unidades e Notacao Cientifica

Motivacao 38.1

Em ciéncia, tecnologia e também em questdes de vestibular, é comum
trabalhar com quantidades muito grandes (distancias astrondmicas) ou
muito pequenas (tamanho de células). Para isso, usamos o sistema
meétrico, a notacao cientifica e noc¢oes de ordem de grandeza. Além
disso, para comunicar medidas com responsabilidade, precisamos dominar
algarismos significativos.

Contexto historico 38.1

O sistema métrico surgiu na Franca no fim do século XVIII para padro-
nizar medidas. Hoje ele evoluiu para o SI (Sistema Internacional de
Unidades), base de praticamente toda medicao cientifica. A notacdo
cientifica popularizou-se com a escrita de poténcias de 10 e o uso de
prefixos como kilo, mili e micro.

38.1 Sistema métrico e prefixos

No SI, muitas unidades sdo construidas a partir de poténcias de 10. Alguns
prefixos importantes:
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Prefixo | simbolo | fator
quilo k 103
hecto h 102
deca da 10!

(unidade) - 10°
deci d 107!
centi C 1072
mili m 1073
micro W 1076
nano n 107?

O SI organiza sete grandezas de base. Neste livro, as mais presentes sdo

comprimento, massa, tempo e temperatura:

Grandeza unidade | simbolo
comprimento metro m
massa quilograma kg
tempo segundo s
temperatura kelvin K

Unidades como velocidade, area e volume sdo derivadas: surgem de com-

binacdes das unidades de base, como m/s, m? e m3.

Exemplo

Converta 3,5 km para metros.
Solucio Como 1km = 103 m,

3,5km = 3,5-10°m = 3500 m.

38.2 Conversoes no sistema métrico
38.2.1 Comprimento, area e volume

« Comprimento: o fator muda por poténcias de 10.

« Area: ao converter, o fator é elevado ao quadrado.

« Volume: ao converter, o fator é elevado ao cubo.
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Exemplo (area)
Converta 2 m? para cm?.

Soluciao Como 1 m = 100 cm,
Im? = (100 cm)? = 10* cm?.

Logo,
2m? =2-10* cm?.

38.2.2 Litro e metro cubico

Proposicao 38.1 (Relagio entre litro e metro ctbico).

1L=1dm® =107 m’.

Exemplo

Converta 750 mL para litros e para m>.

Solucio
750mL = 0,750L = 7.5 - 10~ m?.

38.2.3 Massa, tempo e temperatura

Algumas conversoes importantes ndo seguem apenas a sequéncia centi-mili-
quilo:
lkg =10°g, 1h = 60 min = 3600 s.
Para temperatura, a diferenca entre as escalas Celsius e kelvin é uma transla-
cao:
Tk = Toc + 273,15.

Assim, 25 °C correspondem a 298,15 K. Em diferencas de temperatura, uma
variacao de 1 °C tem o mesmo tamanho que uma variacdo de 1 K.

38.3 Analise dimensional

As unidades também participam do raciocinio. Uma igualdade s6 pode compa-
rar grandezas de mesma dimensdo. Se uma distancia é dividida por um tempo,
a unidade resultante deve ser de velocidade; somar metros com segundos nao
produz uma grandeza coerente.
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Por exemplo, um carro percorre 150 km em 2,5 h. Mantendo as unidades
na conta,
~ 150km

v = 55h = 60 km/h.

Se quisermos o resultado em metros por segundo,

km 1000m 1h 50
—_— = —m/s.

h 1km 3600s 3

As unidades canceladas mostram por que o fator de conversao esta na posicao
correta.

38.4 Ordem de grandeza

Definicao 38.1: Ordem de grandeza

A ordem de grandeza de um numero é a poténcia de 10 que melhor
representa seu tamanho. Em geral, escrevemos o nimero em notagéo
cientifica a - 10" (com 1 < a < 10) e olhamos para 10™.

Regra pratica

Se a - 10™ esta na notacéao cientifica:

« se 1l <a <10~ 3,16, a ordem de grandeza é 10™;

. se V10 < a < 10, a ordem de grandeza é 10"+1.

Exemplo

Determine a ordem de grandeza de 7,2 x 10%
Solucio Como 7,2 > 3,16, a ordem de grandeza é 10°.
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38.5 Notacao cientifica

Definicio 38.2: Notacio cientifica

Um nimero esta em notagao cientifica quando é escrito como
a- 10",

ondel <a<1l0en € Z.

38.5.1 Operacoes com notacao cientifica
« Multiplicagdo: (a - 10™)(b - 10™) = (ab) - 10™*".

oL a-10™  a
« Divisao: =

b-10m b

-10mTm,

Exemplo

Calcule (3,0 x 10°) - (2,0 x 1073) em notacéo cientifica.
Solucao
(3,0-2,0) x 10°7=3) = 6,0 x 10%.

38.6 Algarismos significativos

Ao medir, nédo existe “precisdo infinita”: toda medida tem incerteza. Os alga-
rismos significativos indicam quais digitos sdo confiaveis.

38.6.1 Regras basicas

Todo digito diferente de zero é significativo.

Zeros entre digitos ndo nulos sao significativos.

Zeros a esquerda (antes do primeiro digito ndo nulo) nao sao significa-
tivos.

« Zeros a direita podem ou néo ser significativos (depende de haver vir-
gula/indicagdo). Em notagéo cientifica, isso fica claro.
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Exemplos

+ 0,00450 tem 3 algarismos significativos (4, 5 e o zero final).

« 1200 é ambiguo; ja 1,20 x 103 tem 3 algarismos significativos.

38.6.2 Arredondamento

« Para manter k algarismos significativos, olhe para o (k+ 1)-ésimo digito.

« Se for 0-4, mantém; se for 5-9, aumenta 1 no k-ésimo.

Em multiplicacdes e divisdes, o resultado costuma conservar a quantidade
de algarismos significativos do dado menos preciso. Em adicdes e subtracdes,
observamos a ultima casa decimal confiavel. Essas regras nao substituem a
analise do contexto, mas impedem que o resultado aparente uma precisao que
as medidas originais ndo possuiam.

38.7 Exercicios Propostos

Fundamentos

1. Converta: (a) 4,2 km em metros; (b) 35 cm em milimetros.

2. Converta 0,08 m? para cm?.

3. Escreva em notacéo cientifica: (a) 0,00039; (b) 7 800 000.
4. Calcule em notacio cientifica: (5 x 10) - (2 x 107°).

5. Determine a ordem de grandeza de 2,9 x 10°.

Aplicacao
6. Converta 2,5L para m®.

2

7. Uma folha tem area 21 cm x 29,7 cm. Estime a area em m” em notacao

cientifica.
8. Um fio tem didmetro 0,00032 m. Escreva em micrometros (um).

9. Um valor foi medido como 3,40 x 10%. Quantos algarismos significativos
essa medida tem?
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Dominio
10. Compare as ordens de grandeza: (a) 9,9 x 1072;(b) 1,1 x 10~

11. Em uma experiéncia, mede-se L = 12,30cm e W = 3,2 cm. Estime a
area A = L - W com algarismos significativos apropriados.

12. Mostre que 1 m?® = 1000 L.

Coroacao

13. Mostre que log,,(/N) indica quantos digitos tem N (em base 10), até um
ajuste. Use isso para estimar o nimero de digitos de 2%,

14. Uma medida é dada como 0,0300. Explique por que essa escrita contém
mais informacéo do que 0,03.

38.8 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos:
« sistema métrico e prefixos;
« unidades de base e derivadas;
« conversoes de comprimento, area, volume, massa, tempo e temperatura;
. analise dimensional e cancelamento de unidades;
« notacao cientifica e operacoes;
 ordem de grandeza;

« algarismos significativos e arredondamento.
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Exercicios de Estatistica
Descritiva e Notacao Cientifica

Os exercicios seguintes alternam leitura de dados e controle de grandezas. Em
estatistica, organize os valores antes de resumi-los; em conversdes, mantenha a
unidade visivel; em notagao cientifica, cuide para que o coeficiente permaneca
entre 1 e 10. Essas pequenas escolhas deixam a solugdo mais segura e mais
facil de revisar.

39.1 Exercicios Propostos
Fundamentos
1. Calcule a média de 2, 4, 6, 8, 10.
2. Encontre a mediana dos dados 3, 7, 8, 8, 9.
3. Encontre a moda dos dados 1, 1, 2, 3, 3, 3, 4.

2 usando a definicdo com n.

4. Paraosdados 1, 3, 5, 7, calcule z e o
5. Converta: (a) 4,8 km em metros; (b) 250 mm em centimetros.
6. Converta 0,12 m* para cm?.

7. Escreva em notacio cientifica: (a) 0,000072; (b) 9 500 000.

8. Determine a ordem de grandeza de 3,1 x 107",

9. Quantos algarismos significativos tem: (a) 0,00340; (b) 2,00 x 10°?
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Aplicacao

10. As idades (em anos) em um grupo sdo: 12, 13, 13, 14, 14, 14, 16. De-
termine média, mediana e moda.

11. Em uma turma, as notas foram: 4, 5, 5, 6, 6, 7, 9. Calcule o desvio
padréo (definicdo com n).

12. Um laboratério mediu uma massa como 0,00560 kg. Escreva em gramas
e em notacdo cientifica.

13. Calcule e escreva em notacéo cientifica:

(6,0 x 10%) - (3,0 x 1072).

14. (Leitura grafica) O grafico de barras representa o numero de acertos em
quatro turmas. Qual turma teve o maior valor? E a menor?

A

32

T1 T2 T3 T4

15. (Leitura grafica) O histograma a seguir representa frequéncias por inter-
valos. Qual intervalo tem maior frequéncia?

freq.

A

s_'\ valor

16. Um conjunto tem média 12. Ao adicionar dois valores, 8 e 20, a nova
média passa a 12,5. Quantos dados havia originalmente?
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Dominio

17. Dois conjuntos tém a mesma média. Um deles tem desvio padrao maior.
Explique o que isso significa.

18. Considere os dados 1, 1, 1, 1, 9. Calcule média e mediana e comente
qual descreve melhor o centro.

19. Uma medida foi registrada como 1200 m. Dé duas escritas em notacao
cientifica que indiquem (a) 2 algarismos significativos e (b) 4 algarismos
significativos.

20. Um reservatério tem volume 2,5 m3. Converta para litros e escreva o
resultado em notacéo cientifica.

21. Calcule a variancia (definicdo com n) dos dados 0, 0, 0, 2, 2.

Coroacao

22. Mostre que, se somarmos uma constante c a todos os valores, entdo a
média aumenta em c. O que acontece com a variancia?

T; — X
. Mostre que a

23. Para dados xy,...,x, com o > 0, defina y; =

média dos y; é 0 e a variancia é 1 (usando a definicdo com n).

(7,6 x 10°)(3,2 x 1074)

24. Estime a ordem de grandeza de
9,5 x 102

39.2 Resumo do Capitulo

Neste capitulo de exercicios revisamos:

« medidas de tendéncia central e dispersdo (média, mediana, moda, vari-
ancia, desvio padrao);

« leitura de graficos (barras e histograma);
« sistema métrico, conversodes, notacdo cientifica, ordem de grandeza;

« algarismos significativos.
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CariTULO 40

Apéndice de Maturidade
Matematica

Motivacao 40.1

Ha problemas em que a conta é curta, mas o comeco custa a aparecer.
Neles, a dificuldade esta em separar os dados, perceber a estrutura e
escolher uma representacdo que torne a ideia visivel. Este apéndice trata
desses habitos de leitura e investigacao.

Contexto historico 40.1

George Pdlya organizou muitas dessas ideias em perguntas simples: o que
¢ desconhecido, quais séo os dados, que problema parecido ja foi resolvido
e como conferir o resultado. Nao se trata de uma receita infalivel, mas de
cultivar movimentos que devolvem direcdo ao raciocinio [13].

40.1 Quando o comeco ainda ndo apareceu

Antes de procurar uma foérmula, vale tornar o problema mais nitido. Os
movimentos abaixo ndo precisam ocorrer sempre na mesma ordem; cada
questdo pede uma combinacao diferente deles.

1. Leitura ativa. Leia o enunciado e grife: dados, pergunta, restricdes e
unidades.

2. Reescreva com suas palavras. Se vocé nao consegue reexplicar, ainda
nio entendeu.

3. Traduza para matematica. Defina variaveis, faca desenho/tabela e
escreva relagdes.
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4. Escolha uma ferramenta. Equagdes? Geometria? Contagem? Fun-
cao? Estatistica?

5. Desenvolva a ideia. Registre as passagens importantes sem esconder
hipéteses.

6. Volte ao enunciado. Confira dominio, sinal, unidade e se a conclusio
responde ao que foi perguntado.

40.2 Interpretaciao de problemas

40.2.1 Pergunta, dados e restricoes

« O que o problema pede? (valor numérico, equagao, intervalo, compa-
racgao, justificativa)

« Quais sao os dados? (nimeros, condic¢des, palavras-chave)
+ Quais sao as restri¢cdes? (inteiro, positivo, medida, intervalo, “sem

3 ~ »
reposi¢ao”, etc.)

40.2.2 Palavras que viram matematica

Expressdo no enunciado Traducdo tipica

"ao menos"/ "no minimo" >

"no maximo" <

"exatamente" =

"proporcional" razdo constante
"aumenta em p%" multiplica por 1 + 155
"diminui em p%" multiplica por 1 — 55

40.3 Heuristicas (quando vocé trava)

1. Faca um desenho. Mesmo em problemas algébricos, um esbogo ajuda.

2. Teste casos simples. Pegue valores pequenos para entender o compor-
tamento.

3. Procure padrao. Liste os primeiros casos e tente generalizar.

4. Trabalhe de tras para frente. Util quando a condicéo final é clara.
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Invente uma variavel. “Seja z..” muitas vezes destrava.

. Troque a representacao. Fracdo <+ decimal, tabela <+ grafico, geome-

tria <+ coordenadas.

. Cheque limites. O resultado faz sentido se o dado crescer muito? E se

for zero?

40.4 Erros comuns (e como evitar)

Trocar o que é pedido. Solucio: escreva a pergunta em uma linha
separada.

Perder dominio/restricdo. Solucdo: anote ao lado (ex.: z > 0, n € N).
Erro de sinal / conta longa. Solucdo: reduza passos e use parénteses.

Unidade incoerente. Solucdo: escreva unidade em cada etapa (cm, m,
L, etc.).

Arredondar cedo demais. Solucdo: deixe o arredondamento para o
final.

Confundir média com mediana. Solu¢io: lembre: média “puxa” por
valores extremos.

40.5 Gestao de tempo em prova

1.

Varredura inicial (2-5 min). Identifique questdes faceis e marque.

Primeira passada. Resolva as faceis e as médias rapidas.

. Segunda passada. Ataque as médias demoradas.

Ultima passada. Tente as dificeis (coroacio).

. Regra de corte. Se ficou 4-6 min parado, mude de questdo e volte

depois.
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40.6 Reconhecendo a natureza do problema
40.6.1 Misturas, médias e porcentagens
+ Organize em tabela: quantidade, valor, total.

« Use soma dos totais e divida pela soma das quantidades.

40.6.2 Problemas de contagem

+ Pergunte: ordem importa?
« Ha repeticdo?

+ Da para quebrar em casos e somar?

40.6.3 Problemas geométricos

« Faca figura e marque o que ¢é igual/paralelo/perpendicular.

« Procure triangulos semelhantes, Pitagoras, areas e simetria.

40.6.4 Problemas com funcoes

+ Identifique variavel e unidade.

« Ache zeros/interceptos, crescimento/decrescimento e pontos notaveis.

40.7 Exercicios rapidos (treino de maturidade)
Fundamentos
1. Um enunciado diz: "no méaximo 12". Escreva isso usando desigualdade.

2. Em um problema, aparece: "aumentou 15%". Escreva o fator multiplica-
tivo.

3. Vocé fez uma conta e obteve v = —3 para uma medida de comprimento.
O que deve ser checado antes de aceitar a resposta?
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Aplicacao

4. Um carro percorre 180 km em 3 h. O problema pede a velocidade média.
Qual é a grandeza e qual é a unidade?

5. Vocé precisa provar uma afirmacgao para todo n € N. Que técnica
costuma ser natural para esse tipo de tarefa?

6. Uma prova tem 30 questdes e 3 horas. Qual é o tempo médio por questao?
Como vocé usaria isso para planejar a primeira passada?
Dominio

7. Dé um exemplo de situacdo em que arredondar no meio do calculo muda
a resposta final.

8. Em um problema de contagem, descreva quais perguntas vocé faz para
decidir entre arranjo, combinacdo e permutacao.
Coroacao

9. Escreva um plano de ataque (sem resolver) para um problema que mis-
tura: conversdo de unidades, notacao cientifica e leitura de grafico.

40.8 Resumo do Apéndice

Neste apéndice reunimos:
« maneiras de comegar uma investigagao;
« cuidados de leitura e interpretacio;
« mudancas de representacio e testes de casos;
« erros comuns e como evita-los;
« gestdo de tempo;

« sinais que ajudam a reconhecer a natureza de um problema.
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CariTULO 41

Técnicas Classicas

Motivacao 41.1

Alguns problemas parecem dificeis até vocé enxergar o truque certo.
Neste capitulo, vamos reunir técnicas classicas que aparecem o tempo
todo: substituicao inteligente, simetria, estimativa, casos extremos e
invariantes basicos. A meta n3o é decorar, mas reconhecer sinais de
quando cada técnica é util.

Contexto historico 41.1

Essas técnicas sdo muito usadas em olimpiadas e em livros de resolugéo de
problemas. A boa noticia: elas também ajudam em questdes de vestibular,
porque reduzem conta e aumentam clareza.

41.1 Substituicido inteligente

A ideia é trocar uma expressdo complicada por uma variavel, ou reescrever o
problema em termos de uma quantidade mais simples.

Exemplo

Simplifique a expressao

Solucao

21 —1 1
* :(I ) + ):x—i—l.
z—1 z—1




41. TEcNicASs CLASSICAS

Exemplo

1 1
Sex+—:36x7é0,calculex2+—2.
T

x
Solucao Elevando ao quadrado:

41.2 Simetria

Simetria aparece quando o enunciado trata objetos de forma "igual". Muitas
vezes, trocar z por y ndo muda a expressio; iSso sugere reescrever em termos
de x + y e xy, ou usar média/igualdade.

Exemplo

Para a,b > 0 com a + b = 10, determine o valor minimo de a? + b°.
Solucao Como

(a—1b)>>0=a*+b> > 2ab.
Mas também
(a+b)?* = a* + 2ab + b* = 100 = a* + b* = 100 — 2ab.

Para minimizar a®>+b2, precisamos maximizar ab, o que aconteceema = b = 5.
Logo, o minimo é
52 4+ 5% = 50.

41.3 Estimativa

Estimativa é obter um valor aproximado (ou um limite) sem calcular tudo
exatamente. Ela é util para:

« checar se um resultado faz sentido;
« comparar alternativas (multipla escolha);

« trabalhar com ordens de grandeza.

385



41. TEcNicAas CLASSICAS

Exemplo

Sem calcular exatamente, estime v/ 50.
Solucao Como 49 < 50 < 64, entdo

7 <50 < 8.

41.4 Casos extremos

A técnica consiste em olhar os "limites"do problema: valores muito pequenos,
muito grandes, ou configuracdes extremas. Isso ajuda a:

« derrubar uma afirmacao falsa;
« descobrir qual variavel controla o comportamento;

 encontrar o caso que maximiza/minimiza.

Exemplo

Em um tridngulo, é verdade que o maior lado é sempre menor que a soma dos
outros dois. Explique por que isso é inevitavel olhando um caso extremo.
Solucao Se tentarmos fazer um lado tdo grande quanto a soma dos outros
dois, os trés pontos ficam "quase alinhados". No limite, vira um segmento, e
nao existe triangulo. Por isso a desigualdade do triangulo deve ser estrita.

41.5 Invariantes basicos

Um invariante é uma quantidade que nao muda quando aplicamos uma
operagdo do problema. Para encontrar invariantes, pergunte:

« 0 que permanece igual apds cada passo?
« alguma paridade (par/impar) se conserva?

+ alguma soma ou resto moédulo m se mantém?

Exemplo

Um numero inteiro comeca em 1 e, a cada passo, vocé pode somar 2 ou somar
4. E possivel chegar ao ntimero 2?

Soluciao Somar 2 ou 4 ndo muda a paridade: come¢ando em 1 (impar),
sempre permanece impar. Como 2 ¢é par, é impossivel.
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41. TEcNicASs CLASSICAS

41.6 Exercicios Propostos

Fundamentos

1'2

9
1. Simplifique 5 coma # 3.

xr —

1 , 1
2. Se x + — = b, calcule 2= + —-
x x

3. Sem usar calculadora, mostre que 9 < /95 < 10.

4. Verifique a paridade de 3?°? (par ou impar).

Aplicacao
5. Para a,b > 0 com ab = 16, determine o valor minimo de a + b.
6. (Estimativa) Sem calcular exatamente, compare /199 e 14.

7. (Casos extremos) Mostre que, entre todos os retingulos de perimetro
20, o de maior area é o quadrado.

8. (Invariante) Vocé comega com o nimero 0 e, a cada jogada, pode somar
3 ou subtrair 5. E possivel chegar exatamente ao nimero 1?
Dominio
9. Sex +y = 8exy = 15, calcule 22 + 3.

10. (Simetria) Para a,b,c > 0 com a + b + ¢ = 9, encontre o valor minimo
de a® + b + 2.

11. (Invariante) Em um tabuleiro, uma pecga se move 2 casas para a direita
ou 2 casas para cima. Mostre que ela s6 visita casas com a mesma cor
em um tabuleiro quadriculado.

Coroacao

12. (Nivel superior) Seja n um inteiro. Prove que n? deixa resto 0 ou 1 na
divisao por 4.
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41. TEcNicAas CLASSICAS

1
13. (Nivel superior) Um ntimero real x satisfaz x + — = 4. Determine o

Xz

1
valor de 22 + -
x

41.7 Resumo do Capitulo

Neste capitulo estudamos técnicas classicas:
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« substituicdo inteligente e reescritas uteis;
« simetria e escolha de representagdes;

« estimativas e limites simples;

« analise de casos extremos;

« invariantes (paridade e restos modulo m).



CAariTULO 42

Exercicios Gerais

Este tltimo conjunto ndo anuncia de qual capitulo vem cada ideia. Essa mistura
é intencional: parte do dominio matematico esta em reconhecer a ferramenta
antes de usa-la. Registre as tentativas, inclusive as que nao funcionarem
muitas vezes é nelas que aparece a diferenca entre conhecer uma férmula e

compreender um problema.

42.1 Exercicios Propostos

Fundamentos

10.

V48

. Simplifique: —.

V3

3 7
Calcule: - — —.
acue5 10

. Resolva: 2z — 9 = 5.

Fatore: 2 — 10z + 25.

. Resolva: 22 — 52 = 0.

. Determine o dominio real de f(r) = /2x — 1.
. Em uma PA com a; = 2 e r = 3, encontre as.
. Emuma PGcoma; =8leqg= % encontre as.
. Calcule a distancia entre A(1,2) e B(7, —1).

Escreva a equacio da reta que passa por (0,4) e tem coeficiente angular

m = —3.



42. Exercicios GERAIS

11. Encontre o centro e o raio de z? + y? — 6z + 4y — 3 = 0.
12. Converta 3,6 km para metros e escreva em notacao cientifica.

13. Para os dados 2, 2, 3, 7, 8, determine a mediana.

Aplicacao
14. Uma funcio afim passa por (2,1) e (6,9). Determine sua expressao.
15. Resolva a inequagéo: (z — 1)(z 4+ 4) < 0.

16. Um produto de R$ 200 sofreu desconto de 15% e depois aumento de
10%. Qual é o preco final?

17. Em uma urna com 5 bolas brancas e 3 pretas, retiram-se 2 bolas sem
reposicdo. Qual a probabilidade de as duas serem pretas?

18. Um cilindro tem raio 3 e altura 10. Determine o volume.
19. Uma esfera tem volume 367. Determine o raio.

20. Determine os pontos de intersecido entre a reta y = x + 1 e a circunfe-
réncia 22 + y? = 10.

21. No plano cartesiano, determine a area do tridngulo de vértices A(0, 0),

B(4,0) e C(L,3).

22. Um conjunto de dados tem média 10. Ao acrescentar um novo valor z,
a média passa a 10,5 e agora ha 9 dados. Determine z.
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42. Exercicios GERAIS

Dominio

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Resolva o sistema:

r+y="T,

zy = 10.
Determine m para que a reta y = mx — 2 seja tangente a circunferéncia
(x -1+ (y+2)*=09.

Uma escada encostada numa parede forma um triangulo retangulo com
o chdo. Se a base esta a 6 m da parede e a escada mede 10 m, qual é a
altura alcancada?

Estime a ordem de grandeza de

(4,8 x 107)(3,0 x 1075)
1,6 x 102

Uma sequéncia é definida por a; = 2 e a, 41 = 3a,, — 1. Calcule ay, a3
e conjecture uma féormula para a,.

Um cone e um cilindro tém mesmo raio r e mesma altura h. Determine
cone

Vil

(Leitura grafica) Um histograma apresenta as frequéncias {3, 7,5, 2}
para classes consecutivas. Qual classe ¢ modal? O que significa "classe
modal"?

Coroacao

30.

31.

32.

33.

1
Sejax > 0 e x + — = 3. Determine o valor minimo de x 4+ — e compare
x x

com o dado.

Prove que n? deixa resto 0 ou 1 na divisio por 4 para todo n € Z.

Um problema de contagem: quantos subconjuntos de {1,2,...,10} tém
soma par?
No plano, considere o lugar geométrico dos pontos P(x,y) tais que

PA = PB,com A(—2,1) e B(6,1). Encontre sua equacio e interprete
geometricamente.
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Continue estudando

Vocé chegou ao final do contetido, mas o estudo néo
termina aqui. O gabarito digital retine as respostas e as
resolugdes dos exercicios. Antes de consulta-lo, tente
registrar até onde vocé conseguiu avancar: muitas vezes, é
justamente esse trecho que mostra o conceito que precisa
ser revisto.

[=], 7 F =]
- !

=]
Gabarito gratuito

livro.amexatas.com.br/gabarito

A Arte da Matemética Elementar
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